Fiche 1: calculer des intégrales et utiliser leurs propriétés

Fiche 1 : calculer des intégrales et utiliser leurs

propriétés

Dix exercices pour mafitriser :

le calcul d'intégrales avec les primitives ;
la linéarité et la relation de Chasles ;

la positivité et la croissance ;

les encadrements ;

la valeur moyenne ;

les fonctions paires et impaires ;

les fonctions définies par une intégrale ;

les vrai/faux.

Toutes les corrections sont rédigées comme on 1'attend au bac :

primitive écrite avec sa forme reconnue ;
crochet [F (:z:)} avant de remplacer ;
propriété citée ;

conclusion.

Le modéle de rédaction d'un calcul d'intégrale

/

2
« La fonction f : x — % est continue sur [0;1]. Elle est de la forme £ avec u(z) =22+1>
x U

0. Donc F(z) = In (2® + 1) en est une primitive. Alors :
L 1
/ f(z)dx = [ln (:1:2 + 1)}0 =In2—-Inl1=1In2.»
0

e Justifie que la fonction est continue sur l'intervalle des bornes.
® Reconnais la forme, donne une primitive, écris le crochet, puis remplace.

® Pour un encadrement : encadre la fonction, cite la propriété, integre.
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Fiche 1: calculer des intégrales et utiliser leurs propriétés

Les pieges classiques

e Qublier le crochet et écrire « F(x) = ... » comme si c'était l'intégrale.

e Se tromper de signe dans F(b) — F(a) quand F'(a) est négatif.

o[- (1) (/)

e Utiliser la croissance de l'intégrale avec les bornes dans le mauvais ordre.

Une intégrale sans crochet, c'est un compte rendu sans date : on comprend 1'idée, mais on ne sait

plus d'ou ¢a vient.

Exercice 1 (%) : intégrales avec les primitives usuelles

Calculer :

2
/ (32 — 2z + 1) da
0
€1
/ —dzx
1 T
1
3./ e dz
0
4./ sinz dx
0

/2
5. / cos 2z dx
0

4
1
. —dz
1 VT

[y

N

(=)

Correction de l'exercice 1

(

Méthode
b
Toutes ces fonctions sont continues sur l'intervalle des bornes. On utilise / f
a

Question 1
Une primitive est 23 — 2% + .
2
/ (32® — 2z + 1) de = [a:3—:132—|—93} =(8—-4+2)—-0
0
=6

Question 2

/ @ = [lnx]e =Ilne—1Inl
1 X 1
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Fiche 1: calculer des intégrales et utiliser leurs propriétés

=1

Question 3

2z
Une primitive de €?® est -

1 2271
/ e?dx = [e_}
0 2 0

e2 -1
2

Question 4
™ T
/ sinzdr = [—cosm]o =—cosmt+cos0=1+1
0
=2

Question 5

sin(2z) .

Une primitive de cos 2z est

7r/2 . 71'/2 N
/ cos2zdxr = [M] _amT 0
0 2 0 2

=0
Question 6

1
Une primitive de — est 2,/z.

z

[/ -0

=2
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Fiche 1: calculer des intégrales et utiliser leurs propriétés

Exercice 2 (%) : intégrales de fonctions composées

Calculer :

1
2
1./ 2:1: dx
0 L +1
1 2
2./:Ue””d:c
0

1
3. / m(w2+1)3dw
0

/2
4. / sinz cos z dz
0

*Inz
/ —dz
1 X
1 T
6./ © dz
0 e””—f—l

Correction de l'exercice 2

ot

4
Question 1

/
Forme — avec u(z) =2 +1>0.
u

1
/ 2 dw:[ln(w2+1)]1:ln2—1nl
0 0

x2+1
=1In2
Question 2

2 1, 5
ze® = Ju'e" avec u(z) = z°.
1 1
1
/ ze® do = {—emz}
0 2 0
_e—1
2
Question 3
4 4
1 1 (z°+1 241
z (2% + 1)3 = §u'u3 avec u(z) = 2% + 1. Une primitive est 3 X (= 1 ) = (z ;— ) )
1
/1_ (@+1)"'7 16-1
o 8 -8

15
-8
Question 4

sinz cos x = u'u avec u(z) = sinz.

Licence CC BY-NC-SA 4.0 - Antoine Boutin - plusquunprof.com 4 /15



Fiche 1: calculer des intégrales et utiliser leurs propriétés

1

Question 5

Inz
— = v'u avec u(z) = Inz, sur [1;¢€].

/ hl—“’dx—[ (lnx)]j:%—ﬂ

Question 6

!/

Forme — avec u(z) =e*+1>0.
U

et +1

1
:1ne+

Exercice 3 (%) : linéarité et relation de Chasles

/02f=3;
/25f=4;

° /29:—1.
0

Calculer :

1. /05f

2. /02(2f—39)
3. /52f

a [ (o)

Correction de l'exercice 3
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/2 1 /2 1
/ sinzcosxdr = {—sian] =—=-—0
0 2 2

1 e 1
/ dr = {ln(ewntl)} =In(e+1)—In2
0 0

Soient f et g continues sur [0;5]. On sait que :
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Fiche 1: calculer des intégrales et utiliser leurs propriétés

Question 1

D'apres la relation de Chasles :

[o=[ e [1-ses
=7

Question 2

Par linéarité de l'intégrale :
2 2 2
/ (2f—3g):2/ f—3/ g=2x3-3x(-1)=6+3
0 0 0
=9
Question 3
2 5

En inversant les bornes : / f=- / f

5 2
=—4
Question 4

2
Par linéarité : / (f+9)=3+(-1)
0

=2

Exercice 4 (% %) : encadrer sans calculer
L 2
1. Montrer que / e’ dzx > 1.
0
. 2
2. Montrer que e~ ! < / e Pdxr<1.
0

1 2
3. Montrer que 3 < / —dz < 1, puis vérifier avec le calcul exact.
1 T

Correction de l'exercice 4
4
Question 1

Pour tout z € [0;1], 2 > 0, donc e > e¥ = 1. Par croissance de l'intégrale (bornes 0 < 1) :

1 1
/e”de/ldwzl
0 0

1 2

/exdeI

0
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Fiche 1: calculer des intégrales et utiliser leurs propriétés

Question 2

Pour z € [0;1], 0 < 22 < 1. Donc —1 < —2® < 0. Donc e ! < e < 1. D'apres l'inégalité de

la moyenne sur [0;1] (longueur 1) :

1
elxlg/ e””zdwglxl
0

1
2
elg/ e ¥dr<i1
0

Question 3
1 1
Pour z € [1;2], 353 < 1. Sur [1;2] (longueur 1) :
1 21
- < / —dr <1
2 1 T
21
Vérification : / —dz =In2 ~ 0,693. Ce nombre appartient bien a [0,5;1].
1 m

Exercice 5 (% %) : valeurs moyennes
Déterminer la valeur moyenne :

1. de z — z% sur [0; 3]

2. de sin sur [0; 7]

3. de exp sur [0;1n 2]

1
4. de z — ~ sur [1;e€]

Correction de l'exercice 5

(
Méthode
1 b
La valeur moyenne de f sur [a;b] est u = b—/ f(z)dz.
Question 1
1231 1
U= = Tl —2x9
313, 3
p=3
Question 2
1 77 1
= — | — = — 2
L ﬂ_[ cos m]o — X
2
p= 2 ~0,64
T
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Fiche 1: calculer des intégrales et utiliser leurs propriétés

Question 3

'u_ln2 o In2
1

= — ~ 144

H In2 ’

Question 4

_ 1 [lnmr

'u_e—l 1
1

w= ~ 0,58
6_

Exercice 6 (% %) : 1'inégalité de la moyenne

(

Soit f(z) =

1
5 sur [0;1]. Encadrer f, puis encadrer / f(z)dz.
1 + xXr 0

Correction de l'exercice 6

Encadrement de f

Pour z € [0 ; 1], 0 <z2<1.Doncl<1+z%<2. La fonction inverse est décroissante sur

1
]0; +00[. Donc 3 < T < 1.

Encadrement de l'intégrale

D'apres l'inégalité de la moyenne sur [0;1] (longueur 1) :

1 S |
=< | ——dz<1
2 0 1+$

T
Remarque : la valeur exacte est 1 ~ 0,785. Elle est bien dans cet encadrement (on la

calculera avec la fonction arctangente, hors programme).
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Fiche 1: calculer des intégrales et utiliser leurs propriétés

Exercice 7 (%% %) : fonctions paires et impaires

1 1
1. Calculer/ z° dz et/ x> dz.

1 1

constante. En déduire que / f(z)dz =0.

3. Soit f continue et paire sur [—a;al, et F une primitive de f. Montrer que F(z) + F(—x) est
a a
constante. En déduire que / f(z)dx = 2/ f(z)dz.
—a 0

Correction de l'exercice 7
(
Question 1

Question 2

Soit g(z) = F(—z) — F(z), dérivable sur [—a;al. ¢'(z) = —F'(—z) — F'(z) = —f(—z) —

Comme g(0) = F(0) — F(0) = 0, g est nulle. Donc F(—z) = F(z) pour tout .
/af:F(a)—F(—a)zo

Question 3

Soit h(z) = F(z) + F(—z). W(z) = F'(z) — F'(—z) = f(z) — f(—z) = 0, car f est paire. h
est constante, égale & h(0) = 2F(0). Donc F(—a) = 2F(0) — F(a).

Alors /‘1 f=F(a) — F(—a) =2F(a) — 2F(0).

[r=2f

Retenir : 'intégrale d'une fonction impaire sur un intervalle symétrique est nulle. Celle d'une

fonction paire vaut le double de 'intégrale sur la moitié positive.
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f(z). Comme f est impaire, f(—z) = —f(x). Donc ¢'(z) = f(z) — f(x) = 0. g est constante.

2. Soit f continue et impaire sur [—a;al, et F une primitive de f. Montrer que F(—xz) — F(z) est
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Fiche 1: calculer des intégrales et utiliser leurs propriétés

Exercice 8 (%) : fonctions définies par une intégrale

Déterminer une expression simple de :

1
1.F(a:):/ ;dtpourm>0
1
2. G(x):/ e tdt
0

3. H(z) = / tet” dt
0

1
Vérifier que F' = =, G' = e ®, H' = ze®.
x

Correction de l'exercice 8
4
Question 1

F(z)=[Int| =Inz -1
(z) [n}l nz—In
F(z)=Inz

1
Et F'(z) = -
F(e) =

Question 2

G(z) = [— e_tK =—e*+1

Gz)=1—¢€"
Et G'(z) =e*

Question 3

1 1 ,]"
Une primitive de te est §et2. H(z) = |:§€t2:|
0

2 2

1
Et H'(z) = 5 % 2ze” = re®

X
Dans les trois cas, on retrouve le théoréme : = — / f(t) dt est la primitive de f qui s'annule
a

en a.
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Fiche 1: calculer des intégrales et utiliser leurs propriétés

Exercice 9 (%% %) : bornes variables

2z
1. Pour = > 0, on pose ®(z) = / - dt. Calculer ®(x) et en déduire que ® est constante.
T

2

2. Pour g réel, on pose ¥(z) = / e ' dt. Exprimer ¥(z) puis calculer ¥'(z).
0

Correction de l'exercice 9
(
Question 1
2z
®(z) = [lnt] =In(2z) —Inz=In2+Inz —Inz

®(z) =In2

La fonction ® est constante sur |0 ; +o00|.

Question 2

CL'Z
V(z) = [— e_t]o — " +1
Y(z)=1—-€e*

Cette fonction est dérivable sur R :
'(z) = 2ze™®
y
On retrouve la dérivation d'une composée : si G(y) = / e~'dt, alors ¥(z) = G (2%). Donc

0
V'(z) =2z x G (2%) = 2ze
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Fiche

1: calculer des intégrales et utiliser leurs propriétés

Exercice 10 (% %) : vrai ou faux

J

1

2

w

NN

ot

(=]

(

ustifier chaque réponse :

b
. Si/ f>0(a<b),alors f >0 sur [a;b].

51 /. 650) comtimue) posivive ur[64b] oy B / " § — 0, alors f est nule sur [a;b].
L= (L) ()

fvo=[1+ [

[ 1< [1f1a<n

./01m2dm§/01wdw.

Correction de l'exercice 10

Affirmation 1
1 1 ' 1
Contre-exemple : f(z) =z — 5 Sur [0;1]. f=02>0, mais f(0) = -3 <0.
0

Faux.

Affirmation 2

C'est une propriété de l'intégrale d'une fonction continue et positive.
Vrai.

Affirmation 3

Contre-exemple : f =g =1 sur [0;2]. /fg:2 et (ff) (fg) =2x2=4.
Faux.

Affirmation 4

C'est la linéarité de 1l'intégrale.

Vrai.

Affirmation 5
On a —|f] < f <|f|. Donc —/\f] < /f < /]f\ par croissance de l'intégrale.

Vrai.

Affirmation 6
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Fiche 1: calculer des intégrales et utiliser leurs propriétés

1 1
Sur [0;1], 2 < 2. Par croissance de 1'intégrale : / e’dx < / z dz, c'est-a-dire
0 0

Vrai.

Ce qui peut tomber au bac

e Le calcul d'une intégrale avec une primitive a reconnaitre (exercices 1 et 2).
® Les propriétés : linéarité, Chasles, positivité, croissance (exercices 3, 4, 10).

¢ Un encadrement d'intégrale avec 1'inégalité de la moyenne (exercices 4 et 6).
¢ Une valeur moyenne (exercice 5).

e Une fonction définie par une intégrale (exercices 8 et 9).

QCM : une seule bonne réponse par question

1
1. Que vaut / xdr ?
0

(bonne réponse)

o aw =
N O = N

221"
Justification : {—} =
0

1
2 2

™
2. Que vaut / sinxdr ?
0

A. 2 (bonne réponse)
B.0

C.1

D. -2

Justification : [—cosx]j = —cosm+cos0=1+1=2.

‘1
3. Que vaut / —dz ?
1

x

A0
B.e—1
C. 1 (bonne réponse)

D.e
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Fiche 1: calculer des intégrales et utiliser leurs propriétés

Justification : [Inz]¢ =lne—Inl = 1.

4. La relation de Chasles pour les intégrales s'écrit :

c b c
A./ f:/ f+/ f (bonne réponse)
a a b
c b c
B[ i [1x 1
a a b
c b c
fr=f )
ac ab b
o fa= [ ]
Justification : On peut découper l'intervalle d'intégration en deux.
2
5. Que vaut / 3z%dz ?
0

A. 8 (bonne réponse)
B. 4

C.6

D. 12

Justification : [m?’}z =8.

1
6. Dans 1'exercice 2, que vaut / T (m2 + 1)3 dx ?
0

A2
15
B. 3 (bonne réponse)
1
C. -
4
1
D. 2
8

L 241410 161 15
Justification : Avec u = x> + 1, u' = 2z : / z(z? +1)°de = [%} =3 5
0 0

2 5 5
7. Dans l'exercice 3, avec / f=3et / f =4, que vaut / 7
0 2 0

A 12

B. 7 (bonne réponse)
C. -1

D.1

5 2 5
Justification : Relation de Chasles : / f= / f+ / f=3+4=T.
0 0 2

8. Dans l'exercice 5, quelle est la valeur moyenne de sin sur [0; 7] ?

A. — (bonne réponse)
™
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Fiche 1: calculer des intégrales et utiliser leurs propriétés

B.0
C.r
D. 1

Justification : p =

1 T 1 2
/ sinzder=—Xx2=—.
m—0/, ™ ™

a
9. Dans l'exercice 7, pour f continue et impaire sur [—a;al, que vaut / f(z)dx ?
—a

A. 0 (bonne réponse)
B. 2 / f
0
C. a?
D. Cela dépend de f

Justification : Pour une fonction impaire, F(—x) — F(z) est constante et vaut 0 en particulier :

I'intégrale sur un intervalle symétrique est nulle.
2z
10. Dans 1'exercice 9, on pose ®(x) = / Zdt pour z > 0. Que vaut ®(z) 7
x

A . zln2
B.Inz

C. In2, une constante (bonne réponse)

D.2Inz

Justification : ®(z) = [Int]** = In(2z) — Inz = In 2, indépendant de z.
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