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Une primitive de f, c'est une fonction dont la dérivée est f : on « remonte » la dérivation. Une

équation différentielle, c'est une équation dont 1'inconnue est une fonction, reliée a sa propre dérivée.

Elles servent a modéliser ce qui évolue avec le temps :

le café qui refroidit ;

la radioactivité ;

la charge d'un condensateur ;

une population.

Dans tout le cours, tu verras des astuces , des pieges et un peu d'humour .

Comment utiliser ce cours

e Lis une partie, puis fais tout de suite la fiche correspondante.
e Apprends par cceur la table des primitives (parties 2 et 3) : c'est ta dérivation a l'envers.

e Vérifie toujours une primitive en la dérivant : c'est un contrdle de dix secondes qui sauve

des exercices entiers.

1. Les primitives : définition et propriétés

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Une primitive de f sur I est une fonction F' dérivable

sur I telle que :
F=f
Existence : toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur I (théoréme admis).

Deux primitives d'une méme fonction difféerent d'une constante : si F' est une primitive de f

sur I, les primitives de f sur I sont les fonctions F' + C, avec C' € R.
Condition initiale : pour tous xg € I et yy € R, il existe une unique primitive F' de f sur I telle que
F (:E()) =7%0-

Pieges :

® Qublier « +C » : une fonction n'a pas une primitive, elle en a une infinité.

e Confondre primitive et dérivée : dériver simplifie, primitiver « complique » (il faut souvent

ajuster des constantes).

e (Croire que la primitive d'un produit est le produit des primitives : c'est faux.

Chercher une primitive sans vérifier en dérivant, c'est traverser une rue les yeux fermés : ¢a marche

parfois, mais le jour ou ca rate, c'est cher.
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2. Les primitives usuelles

e f(z) =k (constante) : F(z) = kz

e f(z) =2" (nentier,n# —1) : F(z) = ;:37:11 (sur ]0; +oo[ sin < 0)
e f(z)= i F(z) =Inx sur |0;4o00[ (et In|z| sur chaque intervalle ne contenant pas 0)
¢ f@)= o ) =~
z x
o f(z)= % : F(z) = 2¢/z sur |0; 00|
° flz)=e": F(z)=e"

e f(z)=sinz: F(z) = —cosz
Si F est une primitive de f et G une primitive de g :

e F + G est une primitive de f + g ;
e kF est une primitive de kf (k réel).

3. Les primitives de fonctions composées

Ce sont les formules de dérivation composée, lues a 1'envers. Pour u dérivable sur I :

untl!
1 (avec u # 0 sur I sin < 0).

e u'u™ (n# —1) a pour primitive
!
e 4 pour primitive In lu| (Inw siw>0sur ).
u

u' o1
® — a pour primitive ——.
u u
!
u
e —— a pour primitive 24/u (u > 0 sur I).

Ju

!/ . oy
e y'e" a pour primitive e*.

i b b
e Pour a # 0 : cos(ax + b) a pour primitive M ; sin(azx + b) a pour primitive —M.
a a
F(az + b)

® Plus généralement, f(az + b) a pour primitive ———=.
a

Exemples.

(2z +1)4

(2z + 1)% a pour primitive . (La dérivée de 2z + 1 est 2, il faut diviser par 2 x 4.)

2z
2 +1

a pour primitive In (sc2 + 1).

2
€T
2
ze® a pour primitive 5
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Astuces :
!

5 u .. .
e Repere la forme : est-ce v'u", —, u'e* ? Puis identifie u et u'.
u

. Y N\ . 2 2
e Siu' « manque » & une constante prés, ajuste avec un facteur : ze® = 3 x (2z)e™ .

9 L9 e .. 9 1+ cos2z . 9 1—cos2zx
® Pour cos®z et sin” x, linéarise : cos” z = T et sin" ¢ = T
. . , 2¢ + 3 1
® Pour une fraction rationnelle, décompose : =¥)

x+1 x+1

4. Les équations différentielles : vocabulaire
Une équation différentielle est une équation dont 1'inconnue est une fonction y, reliée a sa dérivée y'.
Une solution sur un intervalle I est une fonction dérivable sur I qui vérifie 1'égalité pour tout x de I.

Résoudre 1'équation, c'est trouver toutes ses solutions.
» . /
5. L'équation y = ay

Théoréme. Soit a un réel. Les solutions de y' = ay sur R sont les fonctions z — Ce®®, avec C' € R

. Pour tous z et yp, il existe une unique solution vérifiant y(xy) = yo.

Démonstration. La fonction z — Ce® vérifie bien y' = ay. Réciproquement, soit y une solution. On
pose g(z) = y(z) e 9=,
g'(z) =y (z)e ™ —ay(z)e ™ = (¥ (z) — ay(z))e ™ =0

Donc g est constante, égale & un réel C, et y(z) = Ce*. Pour la condition initiale : y(z¢) = Ce®™ =y,

impose C' = yp e~ *, une seule valeur.
Conséquence utile : une solution de y' = ay est soit identiquement nulle, soit jamais nulle (

Ce® ne s'annule pas si C # 0). C'est la base de la caractérisation de 1'exponentielle : la solution de

y' =y avec y(0) = 1 est exp.

6. L'équation vy = ay + b

Théoréme. Soient a # 0 et b deux réels. Les solutions de y' = ay + b sur R sont les fonctions

b
x — Ce®® — — avec C € R. Pour a =0, ¥’ = b et les solutions sont « +— bx + C.
a

b
Idée. La constante —— est une solution particuliere. (Sa dérivée est nulle et a (——> +b=0.) En
a a

b
posant z =Yy + — :
a

b
z':y':ay+b:a<y+—> = az
a
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On retombe sur 2/ = az, donc z = Ce®®.

Exemple. y' = —2y + 4. La constante 2 est solution particuliere (—2 x 2 + 4 = 0). Les solutions
sont y(z) = Ce % + 2.

Avec y(0) =5: C + 2 =5, soit C = 3.
y(z) =3e ¥ +2

Pieges :
oo a | 0 o :
e Ecrire y = Ce® + — (mauvais signe) : la solution constante est ——.
a a

e Oublier de mettre 1'équation sous la forme y = ay + b avant de lire a et b. 2y’ + 6y = 8
s'écrit y' = —3y + 4.
e (Calculer C avec y(0) alors qu'on a la condition en un autre point : le C s'obtient en remplagant

T par xo.

7. L'équation y' = ay + f

Théoréme. Soit f une fonction continue sur R. Si gy est une solution particuliére de 3y’ =

ay + f, alors les solutions de y' = ay + f sont les fonctions z — Ce® + yo(z), avec C € R.

Méthode :

1. Trouve une solution particuliere yq.
2. Ecris la solution générale Ce® + yo(z).

3. Utilise la condition initiale pour trouver C.
Pourquoi ¢a marche : y est solution si et seulement si y — y, est solution de 3y’ = ay, car :
(v —%0)" = (ay + f) — (a0 + f) = a(y — wo)
Chercher une solution particuliére : on la cherche de la méme « forme » que f.

® f polynome de degré n : yo polynoéme de degré n (avec des coefficients a identifier).
e f(z) =ke™ avec m # a : yo(x) = ce™. Sim = a : yp(x) = cxe®.

e f(z)=kcosz ouksinz : yo(z) = acosz + Bsinz.

Exemple. y' = y + 2z. On cherche yo(z) = pz + ¢. Alors y, =p et yo +2z = (p+ 2)z + q.
L'égalité yj = yo + 2z pour tout = impose p+2=0et p=g¢q, donc p=—2¢et g = —2.
Solution particuliere : yo(z) = —2z — 2.

Solutions : y(z) = Ce® — 2z — 2.
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Astuce : au bac, 1'énoncé donne souvent une solution particuliére ou la forme a chercher.

Vérifie-la toujours en la remplagant dans 1'équation, et rédige la vérification.

8. La modélisation : quatre équations a connaitre

Refroidissement de Newton : la température T' d'un objet dans un milieu a la température Tyt
vérifie T" = —k (T — Text), avec k > 0. Solution :

T(t) = Text + (TO — Text) 6_kt

La température tend vers Text.

In 2
Décroissance radioactive : N' = —AN, donc N(t) = Nye . Le temps de demi-vie est te = ~

u
Charge d'un condensateur : ©' = ———. Solution avec u4(0) =0 :

RC
u(t) = E (1 - e_t/(RC))

Chute avec frottement : v' = g — kv. Solution avec v(0) =0 :

v(t) = % (1- eikt)

La vitesse limite est %

Pour interpréter : une solution constante est un équilibre. Le signe de a dit si les solutions s'en

rapprochent (@ < 0) ou s'en éloignent (@ > 0) quand t — +o00.

9. Complément : 3" + w?y =0

Pour w > 0, on admet que les solutions de y” + w?y = 0 sont les fonctions x — A cos(wz) + B sin(wz),

avec A et B réels.
Avec y(0) et ¢'(0) donnés, A et B sont uniques.

C'est 'équation de l'oscillateur (ressort, pendule pour de petits angles).
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10. Les 10 pépites du chapitre

1. Vérifie en dérivant toute primitive que tu proposes.

2. +C pour les primitives, C'e® pour les équations : la constante est le coeur de la réponse.
ul

3. — — In |u| : reconnais le quotient « dérivée du bas sur le bas ».
U

4. Ajuste les constantes quand il manque un facteur (+2, +3...).
5. Mets 1'équation sous la forme y' = ay + b avant de lire a et b.

6. La solution constante est ——.
a

7. Solution générale = homogene + particuliere.
8. La condition initiale s'applique en dernier, sur la solution générale complete.

9. Pour une solution particuliere, cherche la méme forme que le second membre, puis
identifie.

10. En modélisation, interpreéte : limite, équilibre, demi-vie, temps de refroidissement.

Complément du programme : deux primitives d'une méme fonction

Propriété. Si F' et G sont deux primitives de f sur un intervalle I, alors G — F' est constante

sur I.

Démonstration. (G — F)' = g — f = 0 sur l'intervalle I. Une fonction de dérivée nulle sur un

intervalle est constante. [J

Complément du programme : la méthode d'Euler pour v =ay+b

Pour approcher la solution de ¥ = f(z,y) avec y(zo) = yo, on avance par pas h en suivant la tangente :
Tp1 =Tk +h Y1 =Yk + b f(T Yk)
Ezemple. y' = —2y + 4 avec y(0) =0 et h = 0,1. Alors yr41 = yr + 0,1(—2yx, +4) = 0,8 yx + 0,4.
y =29
for k in range(10):

y=y+0.1* (-2 *y+4)
print(y) # affiche 1.7852516352 (valeur approchée de y(1))

La solution exacte est y(z) =2 — 272 et y(1) = 2 — 22 ~ 1,7293. L'erreur est de 0,056 : diviser le

pas par 10 diviserait environ l'erreur par 10.

11. Ce qui peut tomber au bac

¢ Des primitives a calculer, a vérifier ou a identifier (fiche 1).
® Des équations ¥’ = ay et ¥’ = ay + b avec condition initiale (fiche 2).

® Des équations ¢y = ay + f et des problémes de modélisation (fiche 3).
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e Une étude de fonction définie par une équation différentielle et des démonstrations

classiques (fiche 4).

Tu as maintenant le cours. Passe aux quatre fiches, aux exercices type bac, puis au Guide de rédaction

du chapitre.

Licence CC BY-NC-SA 4.0 - Antoine Boutin - plusquunprof.com 717



