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Exercice D1 : Démonstration : les solutions de 𝑦′ = 𝑎𝑦
Soit 𝑎 un réel. On rappelle que la dérivée d’un produit de fonctions dérivables est donnée par (𝑢𝑣)′ =
𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′ et qu’une fonction dérivable de dérivée nulle sur un intervalle y est constante.
1. Montrer que, pour tout réel 𝐶, la fonction 𝑥 ↦ 𝐶e𝑎𝑥 est solution de 𝑦′ = 𝑎𝑦 sur ℝ.
2. Réciproquement, soit 𝑦 une solution de 𝑦′ = 𝑎𝑦 sur ℝ. On pose 𝑔(𝑥) = 𝑦(𝑥) e−𝑎𝑥. Calculer 𝑔′ et en

déduire que 𝑦(𝑥) = 𝐶e𝑎𝑥 pour un certain réel 𝐶.
3. Soient 𝑥0 et 𝑦0 deux réels. Montrer qu’il existe une unique solution 𝑦 de 𝑦′ = 𝑎𝑦 telle que 𝑦(𝑥0) = 𝑦0.
4. Montrer qu’une solution de 𝑦′ = 𝑎𝑦 est soit la fonction nulle, soit une fonction qui ne s’annule

jamais.
5. On suppose 𝑎 ≠ 0 et on donne un réel 𝑏. Montrer que 𝑦 est solution de 𝑦′ = 𝑎𝑦 + 𝑏 si et seulement

si 𝑧 = 𝑦 + 𝑏
𝑎 est solution de 𝑧′ = 𝑎𝑧. En déduire les solutions de 𝑦′ = 𝑎𝑦 + 𝑏.

6. Application : déterminer les fonctions 𝑓 dérivables sur ℝ telles que 𝑓 ′(𝑥) = −3 (𝑓(𝑥) − 2) pour tout
réel 𝑥, avec 𝑓(0) = 5.

Exercice D2 : Structure des solutions de 𝑦′ = 𝑎𝑦 + 𝑓

1. Soient 𝐹 et 𝐺 deux primitives d’une fonction 𝑓 sur un intervalle 𝐼 . Montrer que 𝐺−𝐹 est constante
sur 𝐼 .

2. Soient 𝑥0 ∈ 𝐼 et 𝑦0 ∈ ℝ. Montrer qu’il existe au plus une primitive 𝐹 de 𝑓 sur 𝐼 telle que 𝐹(𝑥0) = 𝑦0.
Si 𝑓 est continue sur 𝐼 , montrer qu’il en existe exactement une.

3. Soit 𝑎 un réel, 𝑓 une fonction continue sur ℝ, et (𝐸) l’équation 𝑦′ = 𝑎𝑦 + 𝑓 . On suppose connue une
solution particulière 𝑦0 de (𝐸). Montrer qu’une fonction 𝑦 dérivable sur ℝ est solution de (𝐸) si et
seulement si 𝑦 − 𝑦0 est solution de 𝑦′ = 𝑎𝑦. En déduire toutes les solutions de (𝐸).

4. Pour aller plus loin, hors programme (le programme donne toujours une solution particulière) :
résoudre (𝐸) : 𝑦′ + 𝑦 = 𝑥 e−𝑥 sans solution particulière donnée. Pour cela, on pose 𝑧(𝑥) = 𝑦(𝑥) e𝑥.
a) Montrer que 𝑦 est solution de (𝐸) si et seulement si 𝑧′(𝑥) = 𝑥 pour tout réel 𝑥.
b) En déduire les solutions de (𝐸), puis celle qui vérifie 𝑦(0) = 1.

Exercice D3 : Caractérisation de l’exponentielle
On admet qu’il existe une fonction 𝑓 dérivable sur ℝ telle que 𝑓 ′ = 𝑓 et 𝑓(0) = 1.
1. On pose ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) 𝑓(−𝑥). Montrer que ℎ est constante égale à 1. En déduire que 𝑓 ne s’annule

jamais.
2. Soit 𝑔 une fonction dérivable sur ℝ telle que 𝑔′ = 𝑔 et 𝑔(0) = 1. En étudiant 𝑘(𝑥) = 𝑔(𝑥) 𝑓(−𝑥),

montrer que 𝑔 = 𝑓 (unicité de 𝑓).

3. Fixons un réel 𝑦. Montrer que 𝑥 ↦ 𝑓(𝑥 + 𝑦)
𝑓(𝑦) est dérivable et égale à sa dérivée, de valeur 1 en 0.

En déduire que, pour tous réels 𝑥 et 𝑦, 𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥) 𝑓(𝑦).
4. Montrer que 𝑓(𝑥) > 0 pour tout réel 𝑥, puis que 𝑓 est strictement croissante sur ℝ.
5. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel 𝑛 et tout réel 𝑥, 𝑓(𝑛𝑥) = (𝑓(𝑥))𝑛. Que retrouve-

t-on pour 𝑥 = 1 en notant e = 𝑓(1) ?

Exercice D4 : Une famille de solutions
On considère l’équation (𝐸) : 𝑦′ = 2𝑦 − 4𝑥 + 2. Pour tout réel 𝐶, on note 𝑓𝐶 la fonction définie sur ℝ
par 𝑓𝐶(𝑥) = 𝐶e2𝑥 + 2𝑥.
1. Montrer que 𝑓𝐶 est solution de (𝐸) pour tout réel 𝐶, et que toute solution de (𝐸) est de cette forme.
2. Déterminer, selon la valeur de 𝐶, les variations de 𝑓𝐶. Pour quelles valeurs de 𝐶 la fonction 𝑓𝐶

est-elle monotone sur ℝ ?
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3. On cherche le nombre de points d’intersection de la courbe de 𝑓𝐶 avec l’axe des abscisses.
a) Montrer que 𝑓𝐶(𝑥) = 0 ⟺ 𝐶 = 𝜑(𝑥), où 𝜑(𝑥) = −2𝑥 e−2𝑥.
b) Étudier les variations de 𝜑 sur ℝ (limites comprises, tableau).
c) En déduire, selon la valeur de 𝐶, le nombre de solutions de l’équation 𝑓𝐶(𝑥) = 0.

4. Pour 𝐶 = −1
e , montrer que 𝑓𝐶(𝑥) ⩽ 0 pour tout réel 𝑥 et interpréter graphiquement.

Exercice D5 : Une équation non linéaire ramenée à une équation linéaire
On considère l’équation (𝐸) : 𝑦′ = 𝑦 − 𝑦2 et on cherche la fonction 𝑓 , solution de (𝐸) sur ℝ, qui ne
s’annule pas et vérifie 𝑓(0) = 1

2 .

1. On pose 𝑔 = 1
𝑓 .

a) Montrer que 𝑔′ = −𝑔 + 1.

b) En déduire 𝑔, puis montrer que 𝑓(𝑥) = 1
1 + e−𝑥 .

2. Réciproquement, vérifier que la fonction 𝑓 ainsi obtenue est bien solution de (𝐸) sur ℝ.
3. Étudier 𝑓 : limites en −∞ et +∞, variations, tangente en 0. Montrer que 𝑓(𝑥) + 𝑓(−𝑥) = 1 pour

tout 𝑥 et interpréter graphiquement.
4. Montrer que, pour tout réel 𝑥, 𝑓 ′(𝑥) ⩽ 1

4 , avec égalité si et seulement si 𝑥 = 0.

5. 𝑓(𝑥) modélise la proportion d’individus informés d’une rumeur à l’instant 𝑥 (en jours). À partir
de quel instant plus de 90 % de la population est-elle informée ? (valeur exacte, puis approchée au
centième)

Exercice D6 : Oscillateur harmonique (complément)
On admet que, pour 𝜔 > 0, les solutions de 𝑦″+𝜔2𝑦 = 0 sur ℝ sont les fonctions 𝑡 ↦ 𝐴 cos(𝜔𝑡)+𝐵 sin(𝜔𝑡),
avec 𝐴, 𝐵 ∈ ℝ. Un mobile a pour abscisse 𝑥(𝑡) (en cm) à l’instant 𝑡 (en s), avec 𝑥″ + 4𝑥 = 0, 𝑥(0) = 1
et 𝑥′(0) = 4.
1. Déterminer 𝑥(𝑡).
2. Retrouver ce résultat en primitivant la vitesse 𝑣(𝑡) = −2 sin(2𝑡) + 4 cos(2𝑡), avec 𝑥(0) = 1.
3. Montrer que 𝐸(𝑡) = 𝑥′(𝑡)2 + 4𝑥(𝑡)2 est constante et calculer sa valeur. En déduire que |𝑥(𝑡)| ⩽

√
5

pour tout 𝑡.
4. Montrer qu’il existe un instant 𝑡0 ∈]0 ; 𝜋

4 [ tel que cos(2𝑡0) = 1√
5 , puis que 𝑥(𝑡0) =

√
5. Que

représente
√

5 ?
5. Montrer que 𝑥(𝑡 + 𝜋) = 𝑥(𝑡) pour tout 𝑡. Que représente 𝜋 ?

Exercice D7 : Primitives qui demandent une idée

1. Montrer que la fonction 𝐹 définie sur ]0 ; +∞[ par 𝐹(𝑥) = 𝑥 ln 𝑥−𝑥 est une primitive de la fonction
logarithme népérien.

2. Déterminer deux réels 𝑎 et 𝑏 tels que 𝐹(𝑥) = 𝑥2 (𝑎 ln 𝑥 + 𝑏) soit une primitive de 𝑥 ↦ 𝑥 ln 𝑥 sur
]0 ; +∞[.

3. Déterminer une primitive de 𝑥 ↦ 1
𝑥 ln 𝑥 sur ]1 ; +∞[.

4. Déterminer deux réels 𝛼 et 𝛽 tels que, pour tout 𝑥 > 1, 1
𝑥2 − 1 = 𝛼

𝑥 − 1 + 𝛽
𝑥 + 1 . En déduire les

primitives de 𝑥 ↦ 1
𝑥2 − 1 sur ]1 ; +∞[, puis celle dont la limite en +∞ est nulle.
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