Terminale spécialité mathématiques Sinus et cosinus - Fiche Standard (corrigé)

Corrigé : Sinus et cosinus Fiche Standard }
S1.
—-1-3
1. On pose X =sinz, avec X € [-1;1] :2X24+ X —1=0. A=1+8=9, donc X = 1 =-—1
-1+3 1
ou X = 4+ =3 Les deux valeurs conviennent.
3
sinx = —1 = sin <—g> rx = —g +2kmoux =7+ g + 2km = ?ﬂ + 2km (méme famille). Dans
™
| —m; 77]1 5 5 5
sinwzizsin% : x—g—kzkﬂoum—g—i—mm. Dans | —7; 7] : % et %
Conclusion : § = {—z; I; o
2°6 6
5—3 1 5+3
2. OnposeX:cosa::2X2—5X+2:0,A:25—16:9,X:T:§ouX:i:2.La
1
valeur 2 est impossible car cosz < 1. Reste cosz = 3= cosg X = ;i;g + 2km. Dans [0; 271 : g et
m 49 om
——+2r=—.
3 3 .
Conclusion : § = {z; —W}
33
3 3
3. 4cos?z—3 = (2cosx—+/3)(2cosz ++/3), donc cosx = ~—— ou cosz = ————. Dans [0; 7], le cosinus
3 5 3
est strictement décroissant (donc injectif) et cos% = \2[’ cos % = —\2[.
w5
Conclusion : § =4 =; — ¢.
onclusion {6 5 }
S2.
1. cos2z = 1 — 2sin’z, donc P(z) = 1 — 2sin”z + 3sinz — 2 = —2sin”z + 3sinz — 1. Par ailleurs

—(2sinz —1)(sinz — 1) = —(2sin® 2 — 3sinz + 1) = —2sin’ 2 + 3sinz — 1. D’on 'égalité.

1 )
2. P(z) =0 < sinxziousinle.sinxzi:x %+2k7rou g+2k:7r;sinx:1:x:g+2k7r.
™ T om
Dans [0; 27 : § =4 =; =; 2= L.
ans[,w] {6’276}
3. Pour tout z, sinz — 1 < 0. Donc P(z) = (2sinz — 1)(1 —sinz) avec 1 —sinz > 0. Si sinx =

P(z) = 0 > 0 convient. Sinon 1 —sinz > 0 et P(z) > 0 < 2sinz—1>0 < sinz >

1 1
Dans tous les cas, P(x) > 0 < sinz > 3 (le cas sinz = 1 vérifie aussi sinz > 5) Sur [0; 27 :
T 5T
S=1|=; —|
5%

0 ™
S3. Comme cosx = sin (5 — x), I’équation s’écrit sin 3z = sin (5 — CL‘) Dong, avec k € 7 :

k
e soit 3z = g — x + 2km, c’est-a-dire x = g + ?ﬂ ;

e S0it 3z =7 — (g — a:) + 2km = g + x + 2km, c’est-a-dire z = % + km.

Dans [0; 7] : la premiére famille donne g (k=0) et 5§7r (k=1) (k=2 donne 9% > 7); la seconde

donne % (k=0) (k=1 donne %T > ).

3 2
Vérification poursz:s;nZ:\gzcosZ.
T m 5w
Conclusion : § =4 —; —; — ».
onclusion {8’4’ 8}
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S4.

1. f est définie sur R (qui est symétrique par rapport a 0) et f(—x) = 2sin(—x)+sin(—2z) = —2sinz—
sin2x = —f(x) : f est impaire. De plus f(z + 27) = 2sin(z + 27) + sin(2x + 47) = f(x) : f est
2m-périodique. On étudie f sur [—m; 7] (longueur 27), puis, par imparité, sur [0; 7]; la courbe se
compléete par symétrie par rapport & O puis par translations de vecteur 2.

2. f est dérivable sur R et f/(z) = 2cosz +2cos2x = 2cosx +2(2cos?x —1) = 2(2cos? z +cosx — 1).
Or (2cosz — 1)(cosx + 1) = 2cos?x + 2cosz — cosz — 1 = 2cos?z + cosz — 1. D’ou f'(x) =
2(2cosx — 1)(cosz + 1).

3. Pour tout x, cosz +1 >0, et cosz + 1 = 0 sur [0; 7] seulement pour x = 7. Sur [0; 7], 2cosx —

1 1
- &= 1z € [O; E} (le cosinus est décroissant sur [0; 7| et cosg = 5)

Donc f’(x) > 0 sur [0; g[, f'(x) < 0 sur ]g, 71[, f (g) = f'(m) = 0. On calcule f(0) = 0
f(f) 2 x £+sm——\f \[ 3\[, F() = 0+ sin 27 = 0.

1>0 < cosz >

3 2
X 0 g T
[/ () + 0 - 0
3v/3
f 2
0 — T 0

4. Sur [05 7], 0 < f(z) < 3\2/§ d’apres le tableau. Sur [—7; 0], f(z) = —f(—=x) € [—3\/3; 0]. Par

2
3f 3v3

3v3
2m-périodicité, pour tout réel x : ——— < f(x) < <= Le maximum de f sur R est \2[ (atteint

3v3
en g + 2k7) et le minimum est —\2[ (atteint en —g + 2km).
5. f(0)=0et f/(0) =2(2—1)(1+4 1) = 4. La tangente a pour équation y = 4z.
3v3

6. -~ 2,6 > 1 car 3v/3 > 2. Sur [0; g], f est continue et strictement croissante, avec f(0) =0 <

3v3

1< 5 d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires (corollaire pour les fonctions strictement

v
monotones), f(z) = 1 admet une unique solution « dans cet intervalle. Sur [5’ 77}, f est continue

3vV3 3
et strictement décroissante de — a0,avec 0 <1< 5 unique solution S dans cet intervalle.

a#ﬁcara<g<ﬁ(f<g)7él).

Conclusion : I'équation f(x) =1 a exactement deux solutions dans [0; 7.

S5.
t+ 12 t t
1. cos <7T(46_>> = cos <% +27T> = cos% : H est 12-périodique (12 heures). Comme —1 <
t t t
cos (%) < 1,2 < H(t) < 8 Maximum 8 m si cos% — 1, soit % — 9%k, t = 12k : t = 0,

12 et 24. Minimum 2 m si cos%t:—l, soit %t:7T+2k71',t:6+12k:t:6€tt:18.

N | =

t 1 t
2. Hit) > 66 < 3COS% > 15 < cosu > 3 avec u = il € [0; 47]. Or cosu >

br 7 11
u € {—g—i—ka — +2kmw|. Sur [0;4n] : u € {O; g} U [;, ;] U [37(;477}. Avec t
te[0;2]U10; 14] [22; 24].

Conclusion : le bateau peut entrer de 0 ha2h,del0haldhetde22ha24h,soit24+4+4+2=38
heures au total.

6u
s
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t t
3. H'(t) =3x (—%) sin % = —g sin % La vitesse de variation |H’(t)| est maximale quand

t
1, soit % = g +km,t =3+6k:t=3,9,15, 21 (a ces instants H = 5 m, mi-marée). La vitesse

. Wt‘
sin —| =
6

maximale est % ~ 1,57 m/h.

S6.

1 — cos2x 2sin’ x sinz\ 2 9
1. Pour z # 0 : 5 = 5 :2< > —2x1°=2.
T T
T sin bx sin bx 2z 5 sin bx 2z 1
2. P 0< < —,sin2 0 et = X x =. 0 — let = —5— — 1.
out ]ac\ 2 sin2z 70 e sin 2x 5z sin2z 2 ' 5 ¢ sin 2x %

X

5
Donc la limite vaut —.

3. Pour x > 1, x + cosz > z — 1 > 0, donc le quotient est défini et, en divisant numérateur et

sinz
B . 2x +sinx 2+ z 1 sin x . .
dénominateur par x : = cosz - Comme —— < < — et de méme pour le cosinus,
T+ Ccosx 1+ x T x
T
, . sinx cosT Lo 240
le théoreme des gendarmes donne — 0 et — 0. Donc la limite vaut T30 2.
x T

4. Pour tout z, e Fcosz| < e ¥, s0it —e* < e Pcosz < e ?. Comme e ® — 0 en +00, le théoréme

des gendarmes donne lim e *cosx = 0.

T—+00
n+1 sin 2 n+1 2 sin X
5. u, = i X 2 X 2”.Quandn—>—|—oo,i%let,avecX:—ﬁO,7—>1.D0nc
n = n n
lim wu, = 2. !
n—+oo

S7.

1. g est dérivable sur [0; +oo] et g'(z) = 1 —cosz > 0 : g est croissante. Comme ¢(0) = 0, on a
g(z) = 0 pour x > 0, soit sinx < z.

2. h(z) = —sinz + z = g(z) > 0 d’apres la question 1. Donc h est croissante sur [0; +oo[ et h(0) =
2
1—14+0=0:h(x) >0, soit cosz:}l—%.
2 2

T T
3. Pour tout z, cosz < 1 donc 1—cosx > 0; et cosx > 1— — donne 1 —cosx < —. En divisant

1—cosx T T
parz>0:0 —— < 5 Comme 3 — 0 quand z — 07", le théoréme des gendarmes donne
x
1
lim —2% — .
rz—0*t T
0,01

4. Avecx=0,1:1—

< cos 0,1 < 1, soit 0,995 < cos0,1 < 1.

S8.
1. f est dérivable et f’'(x) = 2cosxz—1. Sur [g, 77}, cosz < 0 donc f/(x) < —1 < 0: f est strictement

décroissante. Elle est continue, f (g) =2— g > 0 (car m < 4) et f(mr) = —7 < 0. D’apres le

. s s . T . . ™
corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, f(z) = 0 admet une unique solution o € | = ; 7|.

2. a) Si f(m) > 0, alors f(m) > f(a) = 0. Comme f est strictement décroissante, f(m) > f(«)
entraine m < «a. La borne inférieure a peut donc étre remplacée par m sans perdre la solution
(de méme, si f(m) < 0, alors o < m et b est remplacé par m).

b) Etapes (amplitude initiale g ~ 1,57) :
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itération m signe de f(m) nouvel intervalle
3T T 3w
1 SURPOP) - T
54 ,356 [2 ; 54 ]
T m  bm
2 — =~ 1,963 — - =
98 , 92’ g
7r T br
— =~ 1 ; —
R i 1
7r w  bm
4 iy Lo
32 /805 * [ 327 8 }

Apres 4 itérations 'amplitude est 312 ~ 0,098 < 0,1 : la boucle s’arréte. Le programme renvoie
(1977 T

327 8
1,865 ... et par exces de 1,963 ..., pour conserver ’encadrement).

), soit environ (1,865; 1,963). Conclusion : 1,86 < a < 1,97 (arrondi par défaut de

on . On cherche le plus petit n tel que 2 Pyl < 1079, soit

27l > 1% 10% ~ 3141 593. Or 221 =2097152 < 3141593 < 4194304 = 222. Donc n+1 = 22 :
21 itérations.

T
c) Apres n itérations, Pamplitude vaut 5 %

S9.
[ cos3xr/3 cosm cosO 1 1 2
3, 3 3 3'3 3
1+ cos 2z r sin221™? n  sinm T
2. cos?r = ————,d =15 = —0=-
cos® x 5 , donc J [Q—F 1 ]0 4+ 1 0 1
3. u(x) —v(z) =sinz(l —cosx). Sur [0; g} sinz > 0et 1 —cosz >0, donc u > v : €, est au-dessus

de C,. L’aire vaut A = / (sinz —sinz cosz) dz. Or sinx cosx est de la forme u'u avec u = sin,

de primitive

2 .2 /2 1 1
x.Donc/l:[—cosac—sm x] :<0—7>—(—1—0):fu.a.
2 1o 2 2

o 1—cos2x [T ., r sin2x1" 0w 1 |
4. sin"xr = ——. sin“zdr = |- — =3 La valeur moyenne est X ===
0 0

2 2 4 T—0" 2 2
S10.
1. Le rectangle a pour dimensions AB = 2cosf et BC' = sinf. Donc A(f) = 2sinfcosf = sin26 et
p(0) = 2(2cosf+sinf) = 4cosf+2sinf. Comme 26 € |0; 7], sin 29 < 1 avec égalité si et seulement

si 20 = 5 Conclusion : I'aire maximale vaut 1, atteinte pour 6 = Z

2. p'(0) = —4sinfh + 2cos O = 2(cos§ — 2sinb).

3. ¢ est dérivable et ¢'(f) = —sinf — 2cosf < 0 sur {O; g} (car sinf > 0, cosf > 0, et ils ne sont
jamais nuls simultanément). Donc ¢ est strictement décroissante. Elle est continue, ¢(0) =1 > 0 et

q (g) = —2 < 0. D’apres le corollaire du théoréeme des valeurs intermédiaires, ¢(f) = 0 admet une

unique solution 6, € ]O; g[, avec ¢ > 0 sur [0; 6, et ¢ < O sur ]90; g]

1
4. ¢(6,) = 0 donne cosf, = 2sinf,. Avec cos? 6, + sin®6, = 1 : 5sin’f, = 1, donc sinf, = iﬁ'
8 2 10
8,2 10 _uxm
V5 V5 VB

T 1 2
Comme 6 E}O;—[,sinﬂ > 0:sinf, = — et cos, = —. Alors p(d,) =
0 9 0 0 NG 0 /5 p(fy)

On a aussi p(0) =4 et p (g) = 2 (valeurs limites).
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ol 3

Conclusion : le périmetre maximal vaut 2v/5 ~ 4,47, atteint pour 0y tel que sinf, = % (soit

0y ~ 0,464 rad).

2 1
5. Non : laire est maximale pour 8 = il et, pour cette valeur, sin T _ £ —; or 6, est 'unique
0
4 4 2 V5
1
valeur pour laquelle sinf, = — dans |0; T le sinus y est strictement croissant). Pour 6 = E, le
°" 5 2 4

périmétre vaut 3v/2 &~ 4,24 < 21/5.
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