Terminale spécialité mathématiques Sinus et cosinus - Fiche Défi (corrigé)

‘ Corrigé : Sinus et cosinus Fiche Défi }

D1.

— . b I,
1. OA (COS a) et OB (C?S ) , donc OA - OB = cosacosb + sinasinb.
si

sina nb

2. Comme OA=0B=1:0A OB = 0A x OB x cos(OA, OB) = cos(b— a) = cos(a — b) (parité du

cosinus). En égalant les deux expressions : cos(a — b) = cosacosb + sin asin b.
3. cos(a+b) = cos(a — (—b)) = cosacos(—b) + sinasin(—b) = cosa cosb — sinasin b.

_ m m (T .
sin(a + b) = cos ((5 —a) — b) = cos (5 — a) cosb + sin (5 — a) sinb
= sina cosb + cosasinb.
Avec b= a : sin2a = 2sinacosa et cos2a = cos? a — sin” a.

UVE VB VI VIEVE

T T T T T
4. cos— = cosS — cosS — + sin —sin — =

12 37 R I R R N 1
T T T T T \/6 \[ \f \f
sin — =sin — cos — —cos —sin — = — — —
12 3 4 3 4 4 4
2+6+2v12 8 4
Alors cos? 7; P + ;_6 +16\[ \[ . Autre méthode : cos 6 = 2cos? E — 1, donc
1+¥2 9
cos? % = +2 2 — + 4\/3. Les deux résultats coincident.
Enfi 5T <7r T ) .om \@ —V2
nfin cos— =cos (= — — sin — = ———.
12 2 12) " Mg 4

D2.

h
1. Le triangle OAM a pour base OA = 1 et pour hauteur sin h : aire PP e secteur d’angle h dans

h h
un disque de rayon 1 a pour aire 5 (proportionnelle a l’angle : o x 7). Dans le triangle OAT,
T

sin h

h
(car T est sur la droite (OM) d’équation y = I et d’abscisse 1) :

COSs COS

rectangle en A, AT =

sin h

2. Le triangle OAM est inclus dans le secteur, lui-méme inclus dans le triangle OAT :

sin h @
2

sin h sinh sin h
- En multipliant par 2 > 0 puis en divisant par A > 0 : m <letl < L, soit
2cosh’ b h hcosh
in

cosh < Sl% D’ou cosh < ST < 1. Quand b — 0%, cosh — 1 (continuité de cos en 0), donc par
inh sinh _ sin(—h)

—1.P h <0, =
our . 5
limite & gauche vaut aussi 1. Conclusion : }ILiH(l) =1.
—
h—1 —2sin’l h  sink h in 2
cosh = N 5 32.Quandh—>0,sin§—>(]et 2

S
le théoreme des gendarmes (le quotient est pair), donc la

sin h

57— — 1, donc la limite vaut
2

0.
i h) — si h—1 inh
4. Pourh#O:Sln<x+h) Smx:sinwx%—FcosxxSl%%sinxxO—kcosxxl:cosx.

. . s . 7 4
Conclusion : sin est dérivable en tout réel z et sin (x) = cosz.

D3.

1. Pour tout z, 2+ cosx > 1 > 0 : le dénominateur ne s’annule pas, donc f est définie et dérivable sur

—sinx
R comme quotient de fonctions dérivables. f(—z) = = —f(z) : f est impaire. Comme sin

2+ cosx
et cos sont 2mw-périodiques, f(x + 27) = f(x).

cosz(2+ cosx) —sinz X (—sinz)  2cosz 4 cos®z +sin’z  2cosw + 1

2. ['(x) = (2 + cosx)? - (24 cosx)? - (2+cosx)?’
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3. Le dénominateur est strictement positif : f” a le signe de 2cosx + 1. Sur [0; 7|, 2cosz+1 > 0 <~

$ v

cosx}—% = z€ [0;?}.Onaf(0):0,f<2;>:2_§ :?,f(w):
x 0 2% T
[ (z) + 0 -
V3
f 3
o/ \o

\ B

Sur [0; 7], 0 < f < . Par imparité, sur [—m; 0], — < f < 0. Par 27-périodicité, pour tout

<5 S
"
oo\r—lw‘%

< fla
4. f(0)=0et f'(0) =

5. a) f(%) 2-10 %

réel x : —

@\OJ

. Tangente : y = g

1
b) Sur [-7; 0], f<0< 5 1 pas de solution. Sur [ %] f est continue et strictement croissante
3 1 3 1
de03§%0,577,et0<2<\3[(car\3[>2 <~ 23 >3 < 12> 9): une

2
0 : unique solution S. Conclusion : exactement deux solutions dans [—7; 7]. A la calculatrice,
1 2
f(2,49) ~ 0,5033 > 3 > f(2,50) &~ 0,4992 et f est décroissante sur [%, 7T] 02,49 < 5 < 2,50.
—sinx sinx

6. F'(x) = TSt ooss 2t cosa f(z) : F est une primitive de f. Comme f > 0 sur [0; x|, l'aire

: ) ) T 2m . : . 3.
unique solution, qui est —. Sur ?; |, f est continue et strictement décroissante de 3 a

T 1
vaut / f(z)de = F(r) — F(0) = —In1 +In3 = In3 u.a. Valeur moyenne : —In3 ~ 0,350.
b ™

D4.

1. Soit [MyM;] un c6té du polygone : 'angle au centre MO/O\J\J1 mesure QNW Le triangle OM M, est
isocele en O la hauteur issue de O coupe [MOMl] en son milieu A et 'angle M/OHH = % Dans
le triangle rectangle OH M, MyH = OM, sin — N = sm , donc MyM,; = 2sin N Avec N = 2", le

PETT . .
périmetre est 2™ x 2sin on et a, = 2" sin —.

27’L
1-2  2-2
2. a2:4sin%:2\/§. Decos%:1—2sin2g:sm2g: 22 = 4\[. Commege}();g[,
V2—+v2
sing >0: sin% = 2\[ Donc az = SSing =42 — /2 ~ 3,061.
inh inh
3. an:ﬂxsm L avechn:%. Commehn—>0quandn%+ooet% — 1 quand h — 0,
lim a, =
n—+0o
3 x?
4. Soit g(z) =sinz —x + 5 s [0; +oof. ¢'(x) =cosz— 1+ ? > 0 d’apres l'inégalité admise. Donc
g est croissante et g(0) = 0 : g(x) > 0, soit sinz > x — % Avec x = h, >0:a, = hlsm h, >
n
h3 h2 h2 3
% (hn—g) —w—% Comme aussi sinh,, < h,,, a,, < 7. Dou 0 <7 —a, < WT": 6:4”
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32,768 32,768 _ _
5. m < 3,2 donne 7% < 32,768. Pour n = 12 : 7 — ay5 < 6% 42 — 100663296 <3,3x1077" <10°C.

6. La valeur affichée est le plus petit entier n > 2 tel que I'écart m —a,, soit strictement inférieur & 1076
(le sinus étant calculé en flottants). C’est cohérent avec la question précédente : I'écart est inférieur
4 107 dés n = 12, donc le programme s’arréte au plus tard & n = 12. Le majorant de la question 4
n’est quune borne : la valeur 12 affichée signifie que, pour n = 11, I'écart réel (~ 1,2 x 107%) reste
supérieur ou égal & 1076, donc 12 est bien le premier rang qui convient.

Ds5.
1
1. f(—=x) = —g —sinxz = —f(x) : f est impaire. f'(z) = 3 +cosx et f’(x) = —sinz.
1 2
2. f'(x) 2 0 < cosz > -5 & T € [0; ;] sur [0; 7| (cosinus décroissant). f(0) = 0,
2T T \/g T
— ==+ —=~191 = — ~ 1,571.
F(5) =5+ ~ 1918, fm) = T~ 157
2m
x 0 — T
3
f'(x) + 0 -
T V3
/ 37T — x
3. f”(z) = —sinz s’annule en changeant de signe en chaque k7, k € Z (positif sur |7 +2mm; 2w+ 2mm],
négatif sur |2mm ; 7+ 2mn[). La courbe a donc une infinité de points d’inflexion, d’abscisses k7. En
m , 1 1 T T
: =— =-——1=—T Yy =—=(x— —=—= .
7 f(m) 5 et f'(m) 5 5 angente : y 2(1: ™)+ 5 5 +7

4. —1 < sinz < 1 donne g —1< f(z) < §+ 1. Comme g— 1 — 400 en +o0o0, par comparaison

. x .
I‘E]—:IFlOO f(z) = +o00. Comme 5 +1— —o00 en —o0, wl_l)r_noo flz) = —o0.

X

5. f(:c)—g = sin z. La courbe est au-dessus de D lorsque sinz > 0 (sur les |2k7; (2k+1)7[), au-dessous
- 5 = Sinx

lorsque sinz < 0, et coupe D aux points d’abscisse kw. D n’est pas asymptote : f(x)

T
n’a pas de limite en +00 (en particulier ne tend pas vers 0, puisque sin (5 + 2k:7r) =1).

2
6. Soit £ >0.Siz>2: f(x) > g —1>0.S10<2<2:comme?2< ?ﬂ, f est strictement croissante
2
sur [0; g] et f(0) =0, donc f(x) > 0. Ainsi f > 0 sur |0; +oo[; par imparité f < 0 sur | —oo; 0.
Conclusion : 0 est 'unique solution de f(z) = 0.

Deé.

1. g(x + 27m) = cos(x + 27) + cos(2x + 47) = g(x). Comme cosz < 1 et cos2z < 1, g(x) = 2 si et
seulement si cosx = 1 et cos2x = 1. Or cosz =1 <= =z € 2nZ, et alors cos2x = cos(4km) = 1.
Donc g(x) =2 < x € 2nZ.

2. De méme, f(x) < 2 avec égalité si et seulement si cosz = 1 et cos (\/555) =1 (si 'un des deux était
< 1, la somme serait < 2).

3. Supposons f périodique, de période T' > 0. Alors f(T') = f(0) = 2. D’apres la question 2, cosT = 1
et cos (\/§T) = 1, donc il existe des entiers k et m tels que T = 2kw et V2T = 2mar. Comme T > 0,

m
kE>1etm>1. En divisant : V2 = 7 ce qui est absurde car V2 est irrationnel. Conclusion : f

n’est pas périodique.

Drv.
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/2 . /2 /2
1. Ioz/ lde = = et Ilz/ sinzdr = [—cosz] T =1
0 2 0 0

/2
2. I,.,= / sin”™' 2z x sinzdz. On pose u(z) = sin" ™z, v/ (z) = (n + 1)sin” zcosz et v'(x) =
0

n+1 ]77/2

sinz, v(r) = —cosz; ces fonctions sont de classe C'. Alors I,,., = [—coszsin" z o T (n+

/2
1) / cos? zsin™ z da. Le crochet vaut 0. Avec cos? z = 1 —sin” z : I, o=Mn+1)1,—1,,,), soit

3 3 4 8
=" =1, =—.
53 15

e <sin"x et I,,, < I, Plus précisément I, — I, =

T
4. S [0; —
ur 5

}, 0 < sinz < 1, donc sin”
/2

/ sin” z(1 — sinz) dz > 0 car la fonction intégrée est continue, positive et non identiquement

0

nulle. De méme I, > 0 pour tout n (fonction continue, positive, non nulle). La suite est strictement
positive et strictement décroissante.

5 u, 1 =n+2)I, I, =1, x(n+1)I, =u,. La suite est constante, égale a u, = Iyl = g

I 1
6. La suite est décroissante : I, < I,,; < I,. Comme I, > 0, on divise par I, : ’}*2 < ?H < 1.

n n
I n+1 . . n+1 I n L.
Or -2 — d’apres la question 2. Donc < L < 1. Comme — 1, le théoréme
I, n+2 , n+2 I,
des gendarmes donne lim - =1,
n—-+oo
Ds.
T
1. sin”(z) = —sinz < 0 sur [0; 5] : sin est concave sur cet intervalle, donc sa courbe est au-dessus

de chacune de ses cordes. La corde joignant les points (0; 0) et (g ; 1) est le segment de la droite

, . 2z . T . 2x
d’équation y = —. Conclusion : pour tout x € {0; 5], sinx > —.
m 0
2RO 2RO
2. Pour 0 € [0; g} et R > 0 : Rsinf > ——, donc —Rsinf < ——— et, 'exponentielle étant
T T

/2
. ™
croissante, e 50 < ¢ 2F9/™ Par croissance de lintégrale (0 < 5), K(R) < / e 219/7 40, De
0

plus, e 15 > ( et la fonction est continue, donc K (R) > 0.

7T/2 T 7|—/2 T T
3. /0 e 2R/mq = [—ﬁefﬂw/”}o = 3R (1—ef). Comme 0 <1—e " <1,0<K(R)< 2R
Quand R — o0, SN et, par le théoreme des gendarmes, lim K(R) = 0.
2R R—+o00
Do9.

sin x

™
1. Le quotient est défini si et seulement si cosx # 0, c’est-a-dire x # 5 +kr (k€ Z): cest D.
cos

Siz e D, cos(—z) =cosx # 0 et cos(z +7m) = —cosx # 0, donc —z € D et x + 7 € D. Alors

sin(—z —sinx sin(x + 7 —sinzx
tan(—z) = (z2) = = —tanuz, tan(z +7) = ( ) = =tanz
cos(—x) CoS T cos(r+m) —cosx
Conclusion : tan est impaire et m-périodique sur D.
2. Comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas sur D :
. . 2 . 2
, coszcosr —sinz (—sinx)  cos®x 4 sin” x 1 9
tan’(z) = 5 = 5 =——=1+tan"z.
cos? x cos? x cos? x

T T s
Sur ]—5 ; 5 [, tan’(x) > 0 : tan est strictement croissante. Quand = — 3 sinz — 1 et cosz — 0
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(car cosz > 0 sur cet intervalle), donc tanx — +oco. Par imparit¢, lim tanz = —oc.
T——7

™

T __ Z

2 2

tan’(z) +
+o0
tan €T /
—00
. . . T T .. .
3. tan est continue et strictement croissante sur ]—§ ; 5 [, avec pour limites —oo et 400 : tout réel y

appartient a I'intervalle image. D’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, tanx = y
admet une unique solution dans cet intervalle.

2/2
tanE = \[/

4 V2/2

) T T . . T
chaque intervalle —3 + km; 5 + Im[ contient exactement une solution, 1 + km.

s T 7
= 1 : par unicité, 1 est la solution de tanz = 1 dans ]—5; 5 [ Par m-périodicité,

2
tang = \{% = /3, donc par imparité tan (—g) = —/3 et les solutions de tan x = —/3 sont les
—g + k.

Conclusion : tanx =1 < z = % +krettanz = —V/3 < = —g +kr (k€ 7).

4. tan0 = 0 et tan’(0) = 1 + 0 = 1 : la tangente en 0 a pour équation y = z. Pour h(x) = tanz — x
sur {0; g[, h'(x) =1+ tan?z — 1 = tan®z > 0, donc h est croissante et h(0) = 0 : h(z) > 0, soit
tanxz > x. Avec sinx < x pour z > 0 :

T
Conclusion : sinz < z < tanz pour tout = € [O; 5 [

5. tan”(z) = (1 + tan? x)/ = 2tanz x tan’(z) = 2tanz (1 + tan? ). Comme 1+ tan?z > 0, tan” a le
signe de tan x : positif sur [0; g[, négatif sur ]—g ; 0].

. ™ ™ "o
Conclusion : tan est convexe sur |0; 5 |» concave sur | =5 0| ; tan” s’annule en changeant de

signe en 0 : l'origine est un point d’inflexion (la tangente y = x traverse la courbe).
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