
Terminale spécialité mathématiques Sinus et cosinus · Fiche Défi (corrigé)

Corrigé : Sinus et cosinus Fiche Défi

D1.

1. ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐴 (cos 𝑎
sin 𝑎

) et ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐵 (cos 𝑏
sin 𝑏

), donc ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐴 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐵 = cos 𝑎 cos 𝑏 + sin 𝑎 sin 𝑏.

2. Comme 𝑂𝐴 = 𝑂𝐵 = 1 : ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐴 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐵 = 𝑂𝐴 × 𝑂𝐵 × cos( ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐴, ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝐵) = cos(𝑏 − 𝑎) = cos(𝑎 − 𝑏) (parité du
cosinus). En égalant les deux expressions : cos(𝑎 − 𝑏) = cos 𝑎 cos 𝑏 + sin 𝑎 sin 𝑏.

3. cos(𝑎 + 𝑏) = cos(𝑎 − (−𝑏)) = cos 𝑎 cos(−𝑏) + sin 𝑎 sin(−𝑏) = cos 𝑎 cos 𝑏 − sin 𝑎 sin 𝑏.
sin(𝑎 + 𝑏) = cos ((𝜋

2 − 𝑎) − 𝑏) = cos (𝜋
2 − 𝑎) cos 𝑏 + sin (𝜋

2 − 𝑎) sin 𝑏
= sin 𝑎 cos 𝑏 + cos 𝑎 sin 𝑏.

Avec 𝑏 = 𝑎 : sin 2𝑎 = 2 sin 𝑎 cos 𝑎 et cos 2𝑎 = cos2 𝑎 − sin2 𝑎.

4. cos 𝜋
12 = cos 𝜋

3 cos 𝜋
4 + sin 𝜋

3 sin 𝜋
4 = 1

2 ×
√

2
2 +

√
3

2 ×
√

2
2 =

√
2 +

√
6

4 .

sin 𝜋
12 = sin 𝜋

3 cos 𝜋
4 − cos 𝜋

3 sin 𝜋
4 =

√
6

4 −
√

2
4 =

√
6 −

√
2

4 .

Alors cos2 𝜋
12 = 2 + 6 + 2

√
12

16 = 8 + 4
√

3
16 = 2 +

√
3

4 . Autre méthode : cos 𝜋
6 = 2 cos2 𝜋

12 − 1, donc

cos2 𝜋
12 = 1 +

√
3

2
2 = 2 +

√
3

4 . Les deux résultats coïncident.

Enfin cos 5𝜋
12 = cos (𝜋

2 − 𝜋
12) = sin 𝜋

12 =
√

6 −
√

2
4 .

D2.

1. Le triangle 𝑂𝐴𝑀 a pour base 𝑂𝐴 = 1 et pour hauteur sin ℎ : aire sin ℎ
2 . Le secteur d’angle ℎ dans

un disque de rayon 1 a pour aire ℎ
2 (proportionnelle à l’angle : ℎ

2𝜋 × 𝜋). Dans le triangle 𝑂𝐴𝑇 ,

rectangle en 𝐴, 𝐴𝑇 = sin ℎ
cos ℎ (car 𝑇 est sur la droite (𝑂𝑀) d’équation 𝑦 = sin ℎ

cos ℎ𝑥 et d’abscisse 1) :

aire sin ℎ
2 cos ℎ .

2. Le triangle 𝑂𝐴𝑀 est inclus dans le secteur, lui-même inclus dans le triangle 𝑂𝐴𝑇 : sin ℎ
2 ⩽ ℎ

2 ⩽
sin ℎ

2 cos ℎ . En multipliant par 2 > 0 puis en divisant par ℎ > 0 : sin ℎ
ℎ ⩽ 1 et 1 ⩽ sin ℎ

ℎ cos ℎ , soit

cos ℎ ⩽ sin ℎ
ℎ . D’où cos ℎ ⩽ sin ℎ

ℎ ⩽ 1. Quand ℎ → 0+, cos ℎ → 1 (continuité de cos en 0), donc par

le théorème des gendarmes sin ℎ
ℎ → 1. Pour ℎ < 0, sin ℎ

ℎ = sin(−ℎ)
−ℎ (le quotient est pair), donc la

limite à gauche vaut aussi 1. Conclusion : lim
ℎ→0

sin ℎ
ℎ = 1.

3. cos ℎ − 1
ℎ = −2 sin2 ℎ

2
ℎ = − sin ℎ

2 × sin ℎ
2

ℎ
2

. Quand ℎ → 0, sin ℎ
2 → 0 et sin ℎ

2
ℎ
2

→ 1, donc la limite vaut

0.
4. Pour ℎ ≠ 0 : sin(𝑥 + ℎ) − sin 𝑥

ℎ = sin 𝑥 × cos ℎ − 1
ℎ + cos 𝑥 × sin ℎ

ℎ → sin 𝑥 × 0 + cos 𝑥 × 1 = cos 𝑥.
Conclusion : sin est dérivable en tout réel 𝑥 et sin′(𝑥) = cos 𝑥.

D3.
1. Pour tout 𝑥, 2 + cos 𝑥 ⩾ 1 > 0 : le dénominateur ne s’annule pas, donc 𝑓 est définie et dérivable sur

ℝ comme quotient de fonctions dérivables. 𝑓(−𝑥) = − sin 𝑥
2 + cos 𝑥 = −𝑓(𝑥) : 𝑓 est impaire. Comme sin

et cos sont 2𝜋-périodiques, 𝑓(𝑥 + 2𝜋) = 𝑓(𝑥).

2. 𝑓 ′(𝑥) = cos 𝑥(2 + cos 𝑥) − sin 𝑥 × (− sin 𝑥)
(2 + cos 𝑥)2 = 2 cos 𝑥 + cos2 𝑥 + sin2 𝑥

(2 + cos 𝑥)2 = 2 cos 𝑥 + 1
(2 + cos 𝑥)2 .

1 CC BY-NC-SA 4.0 · Antoine Boutin · plusquunprof.com



Terminale spécialité mathématiques Sinus et cosinus · Fiche Défi (corrigé)

3. Le dénominateur est strictement positif : 𝑓 ′ a le signe de 2 cos 𝑥 + 1. Sur [0 ; 𝜋], 2 cos 𝑥 + 1 ⩾ 0 ⟺

cos 𝑥 ⩾ −1
2 ⟺ 𝑥 ∈ [0 ; 2𝜋

3 ]. On a 𝑓(0) = 0, 𝑓 (2𝜋
3 ) =

√
3

2
2 − 1

2
=

√
3

3 , 𝑓(𝜋) = 0.

𝑥

𝑓 ′(𝑥)

𝑓

0 2𝜋
3 𝜋

+ 0 −

00

√
3

3

√
3

3
00

Sur [0 ; 𝜋], 0 ⩽ 𝑓 ⩽
√

3
3 . Par imparité, sur [−𝜋 ; 0], −

√
3

3 ⩽ 𝑓 ⩽ 0. Par 2𝜋-périodicité, pour tout

réel 𝑥 : −
√

3
3 ⩽ 𝑓(𝑥) ⩽

√
3

3 .

4. 𝑓(0) = 0 et 𝑓 ′(0) = 3
9 = 1

3 . Tangente : 𝑦 = 𝑥
3 .

5. a) 𝑓 (𝜋
2 ) = 1

2 + 0 = 1
2 .

b) Sur [−𝜋 ; 0], 𝑓 ⩽ 0 < 1
2 : pas de solution. Sur [0 ; 2𝜋

3 ], 𝑓 est continue et strictement croissante

de 0 à
√

3
3 ≈ 0,577, et 0 < 1

2 <
√

3
3 (car

√
3

3 > 1
2 ⟺ 2

√
3 > 3 ⟺ 12 > 9) : une

unique solution, qui est 𝜋
2 . Sur [2𝜋

3 ; 𝜋], 𝑓 est continue et strictement décroissante de
√

3
3 à

0 : unique solution 𝛽. Conclusion : exactement deux solutions dans [−𝜋 ; 𝜋]. À la calculatrice,
𝑓(2,49) ≈ 0,5033 > 1

2 > 𝑓(2,50) ≈ 0,4992 et 𝑓 est décroissante sur [2𝜋
3 ; 𝜋] : 2,49 < 𝛽 < 2,50.

6. 𝐹 ′(𝑥) = − − sin 𝑥
2 + cos 𝑥 = sin 𝑥

2 + cos 𝑥 = 𝑓(𝑥) : 𝐹 est une primitive de 𝑓 . Comme 𝑓 ⩾ 0 sur [0 ; 𝜋], l’aire

vaut ∫
𝜋

0
𝑓(𝑥) d𝑥 = 𝐹(𝜋) − 𝐹(0) = − ln 1 + ln 3 = ln 3 u.a. Valeur moyenne : 1

𝜋 ln 3 ≈ 0,350.

D4.

1. Soit [𝑀0𝑀1] un côté du polygone : l’angle au centre ̂𝑀0𝑂𝑀1 mesure 2𝜋
𝑁 . Le triangle 𝑂𝑀0𝑀1 est

isocèle en 𝑂 ; la hauteur issue de 𝑂 coupe [𝑀0𝑀1] en son milieu 𝐻 et l’angle 𝑀0𝑂𝐻 = 𝜋
𝑁 . Dans

le triangle rectangle 𝑂𝐻𝑀0, 𝑀0𝐻 = 𝑂𝑀0 sin 𝜋
𝑁 = sin 𝜋

𝑁 , donc 𝑀0𝑀1 = 2 sin 𝜋
𝑁 . Avec 𝑁 = 2𝑛, le

périmètre est 2𝑛 × 2 sin 𝜋
2𝑛 et 𝑎𝑛 = 2𝑛 sin 𝜋

2𝑛 .

2. 𝑎2 = 4 sin 𝜋
4 = 2

√
2. De cos 𝜋

4 = 1 − 2 sin2 𝜋
8 : sin2 𝜋

8 = 1 −
√

2
2

2 = 2 −
√

2
4 . Comme 𝜋

8 ∈ ]0 ; 𝜋
2 [,

sin 𝜋
8 > 0 : sin 𝜋

8 =
√2 −

√
2

2 . Donc 𝑎3 = 8 sin 𝜋
8 = 4√2 −

√
2 ≈ 3,061.

3. 𝑎𝑛 = 𝜋 × sin ℎ𝑛
ℎ𝑛

avec ℎ𝑛 = 𝜋
2𝑛 . Comme ℎ𝑛 → 0 quand 𝑛 → +∞ et sin ℎ

ℎ → 1 quand ℎ → 0,
lim

𝑛→+∞
𝑎𝑛 = 𝜋.

4. Soit 𝑔(𝑥) = sin 𝑥 − 𝑥 + 𝑥3

6 sur [0 ; +∞[. 𝑔′(𝑥) = cos 𝑥 − 1 + 𝑥2

2 ⩾ 0 d’après l’inégalité admise. Donc

𝑔 est croissante et 𝑔(0) = 0 : 𝑔(𝑥) ⩾ 0, soit sin 𝑥 ⩾ 𝑥 − 𝑥3

6 . Avec 𝑥 = ℎ𝑛 > 0 : 𝑎𝑛 = 𝜋
ℎ𝑛

sin ℎ𝑛 ⩾
𝜋
ℎ𝑛

(ℎ𝑛 − ℎ3
𝑛
6 ) = 𝜋 − 𝜋ℎ2

𝑛
6 . Comme aussi sin ℎ𝑛 ⩽ ℎ𝑛, 𝑎𝑛 ⩽ 𝜋. D’où 0 ⩽ 𝜋 − 𝑎𝑛 ⩽ 𝜋ℎ2

𝑛
6 = 𝜋3

6 × 4𝑛 .
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5. 𝜋 < 3,2 donne 𝜋3 < 32,768. Pour 𝑛 = 12 : 𝜋 − 𝑎12 ⩽ 32,768
6 × 412 = 32,768

100 663 296 < 3,3 × 10−7 < 10−6.
6. La valeur affichée est le plus petit entier 𝑛 ⩾ 2 tel que l’écart 𝜋 −𝑎𝑛 soit strictement inférieur à 10−6

(le sinus étant calculé en flottants). C’est cohérent avec la question précédente : l’écart est inférieur
à 10−6 dès 𝑛 = 12, donc le programme s’arrête au plus tard à 𝑛 = 12. Le majorant de la question 4
n’est qu’une borne : la valeur 12 affichée signifie que, pour 𝑛 = 11, l’écart réel (≈ 1,2 × 10−6) reste
supérieur ou égal à 10−6, donc 12 est bien le premier rang qui convient.

D5.

1. 𝑓(−𝑥) = −𝑥
2 − sin 𝑥 = −𝑓(𝑥) : 𝑓 est impaire. 𝑓 ′(𝑥) = 1

2 + cos 𝑥 et 𝑓″(𝑥) = − sin 𝑥.

2. 𝑓 ′(𝑥) ⩾ 0 ⟺ cos 𝑥 ⩾ −1
2 ⟺ 𝑥 ∈ [0 ; 2𝜋

3 ] sur [0 ; 𝜋] (cosinus décroissant). 𝑓(0) = 0,

𝑓 (2𝜋
3 ) = 𝜋

3 +
√

3
2 ≈ 1,913, 𝑓(𝜋) = 𝜋

2 ≈ 1,571.

𝑥

𝑓 ′(𝑥)

𝑓

0 2𝜋
3 𝜋

+ 0 −

00

𝜋
3 +

√
3

2
𝜋
3 +

√
3

2 𝜋
2
𝜋
2

3. 𝑓″(𝑥) = − sin 𝑥 s’annule en changeant de signe en chaque 𝑘𝜋, 𝑘 ∈ ℤ (positif sur ]𝜋+2𝑚𝜋 ; 2𝜋+2𝑚𝜋[,
négatif sur ]2𝑚𝜋 ; 𝜋 + 2𝑚𝜋[). La courbe a donc une infinité de points d’inflexion, d’abscisses 𝑘𝜋. En
𝜋 : 𝑓(𝜋) = 𝜋

2 et 𝑓 ′(𝜋) = 1
2 − 1 = −1

2 . Tangente : 𝑦 = −1
2(𝑥 − 𝜋) + 𝜋

2 = −𝑥
2 + 𝜋.

4. −1 ⩽ sin 𝑥 ⩽ 1 donne 𝑥
2 − 1 ⩽ 𝑓(𝑥) ⩽ 𝑥

2 + 1. Comme 𝑥
2 − 1 → +∞ en +∞, par comparaison

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞. Comme 𝑥
2 + 1 → −∞ en −∞, lim

𝑥→−∞
𝑓(𝑥) = −∞.

5. 𝑓(𝑥)− 𝑥
2 = sin 𝑥. La courbe est au-dessus de 𝐷 lorsque sin 𝑥 > 0 (sur les ]2𝑘𝜋 ; (2𝑘+1)𝜋[), au-dessous

lorsque sin 𝑥 < 0, et coupe 𝐷 aux points d’abscisse 𝑘𝜋. 𝐷 n’est pas asymptote : 𝑓(𝑥) − 𝑥
2 = sin 𝑥

n’a pas de limite en +∞ (en particulier ne tend pas vers 0, puisque sin (𝜋
2 + 2𝑘𝜋) = 1).

6. Soit 𝑥 > 0. Si 𝑥 > 2 : 𝑓(𝑥) ⩾ 𝑥
2 − 1 > 0. Si 0 < 𝑥 ⩽ 2 : comme 2 < 2𝜋

3 , 𝑓 est strictement croissante

sur [0 ; 2𝜋
3 ] et 𝑓(0) = 0, donc 𝑓(𝑥) > 0. Ainsi 𝑓 > 0 sur ]0 ; +∞[ ; par imparité 𝑓 < 0 sur ] − ∞ ; 0[.

Conclusion : 0 est l’unique solution de 𝑓(𝑥) = 0.

D6.
1. 𝑔(𝑥 + 2𝜋) = cos(𝑥 + 2𝜋) + cos(2𝑥 + 4𝜋) = 𝑔(𝑥). Comme cos 𝑥 ⩽ 1 et cos 2𝑥 ⩽ 1, 𝑔(𝑥) = 2 si et

seulement si cos 𝑥 = 1 et cos 2𝑥 = 1. Or cos 𝑥 = 1 ⟺ 𝑥 ∈ 2𝜋ℤ, et alors cos 2𝑥 = cos(4𝑘𝜋) = 1.
Donc 𝑔(𝑥) = 2 ⟺ 𝑥 ∈ 2𝜋ℤ.

2. De même, 𝑓(𝑥) ⩽ 2 avec égalité si et seulement si cos 𝑥 = 1 et cos (
√

2𝑥) = 1 (si l’un des deux était
< 1, la somme serait < 2).

3. Supposons 𝑓 périodique, de période 𝑇 > 0. Alors 𝑓(𝑇 ) = 𝑓(0) = 2. D’après la question 2, cos 𝑇 = 1
et cos (

√
2𝑇 ) = 1, donc il existe des entiers 𝑘 et 𝑚 tels que 𝑇 = 2𝑘𝜋 et

√
2𝑇 = 2𝑚𝜋. Comme 𝑇 > 0,

𝑘 ⩾ 1 et 𝑚 ⩾ 1. En divisant :
√

2 = 𝑚
𝑘 , ce qui est absurde car

√
2 est irrationnel. Conclusion : 𝑓

n’est pas périodique.

D7.
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1. 𝐼0 = ∫
𝜋/2

0
1 d𝑥 = 𝜋

2 et 𝐼1 = ∫
𝜋/2

0
sin 𝑥 d𝑥 = [− cos 𝑥]𝜋/2

0 = 1.

2. 𝐼𝑛+2 = ∫
𝜋/2

0
sin𝑛+1 𝑥 × sin 𝑥 d𝑥. On pose 𝑢(𝑥) = sin𝑛+1 𝑥, 𝑢′(𝑥) = (𝑛 + 1) sin𝑛 𝑥 cos 𝑥 et 𝑣′(𝑥) =

sin 𝑥, 𝑣(𝑥) = − cos 𝑥 ; ces fonctions sont de classe 𝒞1. Alors 𝐼𝑛+2 = [− cos 𝑥 sin𝑛+1 𝑥]𝜋/2
0 + (𝑛 +

1) ∫
𝜋/2

0
cos2 𝑥 sin𝑛 𝑥 d𝑥. Le crochet vaut 0. Avec cos2 𝑥 = 1 − sin2 𝑥 : 𝐼𝑛+2 = (𝑛 + 1)(𝐼𝑛 − 𝐼𝑛+2), soit

(𝑛 + 2)𝐼𝑛+2 = (𝑛 + 1)𝐼𝑛.

3. 𝐼2 = 1
2𝐼0 = 𝜋

4 ; 𝐼3 = 2
3𝐼1 = 2

3 ; 𝐼4 = 3
4𝐼2 = 3𝜋

16 ; 𝐼5 = 4
5𝐼3 = 8

15 .

4. Sur [0 ; 𝜋
2 ], 0 ⩽ sin 𝑥 ⩽ 1, donc sin𝑛+1 𝑥 ⩽ sin𝑛 𝑥 et 𝐼𝑛+1 ⩽ 𝐼𝑛. Plus précisément 𝐼𝑛 − 𝐼𝑛+1 =

∫
𝜋/2

0
sin𝑛 𝑥(1 − sin 𝑥) d𝑥 > 0 car la fonction intégrée est continue, positive et non identiquement

nulle. De même 𝐼𝑛 > 0 pour tout 𝑛 (fonction continue, positive, non nulle). La suite est strictement
positive et strictement décroissante.

5. 𝑢𝑛+1 = (𝑛 + 2)𝐼𝑛+1𝐼𝑛+2 = 𝐼𝑛+1 × (𝑛 + 1)𝐼𝑛 = 𝑢𝑛. La suite est constante, égale à 𝑢0 = 𝐼0𝐼1 = 𝜋
2 .

6. La suite est décroissante : 𝐼𝑛+2 ⩽ 𝐼𝑛+1 ⩽ 𝐼𝑛. Comme 𝐼𝑛 > 0, on divise par 𝐼𝑛 : 𝐼𝑛+2
𝐼𝑛

⩽ 𝐼𝑛+1
𝐼𝑛

⩽ 1.

Or 𝐼𝑛+2
𝐼𝑛

= 𝑛 + 1
𝑛 + 2 d’après la question 2. Donc 𝑛 + 1

𝑛 + 2 ⩽ 𝐼𝑛+1
𝐼𝑛

⩽ 1. Comme 𝑛 + 1
𝑛 + 2 → 1, le théorème

des gendarmes donne lim
𝑛→+∞

𝐼𝑛+1
𝐼𝑛

= 1.

D8.
1. sin″(𝑥) = − sin 𝑥 ⩽ 0 sur [0 ; 𝜋

2 ] : sin est concave sur cet intervalle, donc sa courbe est au-dessus

de chacune de ses cordes. La corde joignant les points (0 ; 0) et (𝜋
2 ; 1) est le segment de la droite

d’équation 𝑦 = 2𝑥
𝜋 . Conclusion : pour tout 𝑥 ∈ [0 ; 𝜋

2 ], sin 𝑥 ⩾ 2𝑥
𝜋 .

2. Pour 𝜃 ∈ [0 ; 𝜋
2 ] et 𝑅 > 0 : 𝑅 sin 𝜃 ⩾ 2𝑅𝜃

𝜋 , donc −𝑅 sin 𝜃 ⩽ −2𝑅𝜃
𝜋 et, l’exponentielle étant

croissante, e−𝑅 sin 𝜃 ⩽ e−2𝑅𝜃/𝜋. Par croissance de l’intégrale (0 < 𝜋
2 ), 𝐾(𝑅) ⩽ ∫

𝜋/2

0
e−2𝑅𝜃/𝜋 d𝜃. De

plus, e−𝑅 sin 𝜃 > 0 et la fonction est continue, donc 𝐾(𝑅) > 0.

3. ∫
𝜋/2

0
e−2𝑅𝜃/𝜋 d𝜃 = [− 𝜋

2𝑅 e−2𝑅𝜃/𝜋]
𝜋/2

0
= 𝜋

2𝑅 (1 − e−𝑅). Comme 0 < 1 − e−𝑅 < 1, 0 < 𝐾(𝑅) ⩽ 𝜋
2𝑅 .

Quand 𝑅 → +∞, 𝜋
2𝑅 → 0 et, par le théorème des gendarmes, lim

𝑅→+∞
𝐾(𝑅) = 0.

D9.

1. Le quotient sin 𝑥
cos 𝑥 est défini si et seulement si cos 𝑥 ≠ 0, c’est-à-dire 𝑥 ≠ 𝜋

2 + 𝑘𝜋 (𝑘 ∈ ℤ) : c’est 𝐷.
Si 𝑥 ∈ 𝐷, cos(−𝑥) = cos 𝑥 ≠ 0 et cos(𝑥 + 𝜋) = − cos 𝑥 ≠ 0, donc −𝑥 ∈ 𝐷 et 𝑥 + 𝜋 ∈ 𝐷. Alors

tan(−𝑥) = sin(−𝑥)
cos(−𝑥) = − sin 𝑥

cos 𝑥 = − tan 𝑥, tan(𝑥 + 𝜋) = sin(𝑥 + 𝜋)
cos(𝑥 + 𝜋) = − sin 𝑥

− cos 𝑥 = tan 𝑥.

Conclusion : tan est impaire et 𝜋-périodique sur 𝐷.
2. Comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas sur 𝐷 :

tan′(𝑥) = cos 𝑥 cos 𝑥 − sin 𝑥 (− sin 𝑥)
cos2 𝑥 = cos2 𝑥 + sin2 𝑥

cos2 𝑥 = 1
cos2 𝑥 = 1 + tan2 𝑥.

Sur ]−𝜋
2 ; 𝜋

2 [, tan′(𝑥) > 0 : tan est strictement croissante. Quand 𝑥 → 𝜋
2

−
, sin 𝑥 → 1 et cos 𝑥 → 0+
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(car cos 𝑥 > 0 sur cet intervalle), donc tan 𝑥 → +∞. Par imparité, lim
𝑥→− 𝜋

2
+

tan 𝑥 = −∞.

𝑥
tan′(𝑥)

tan 𝑥

−𝜋
2

𝜋
2

+

−∞−∞

+∞+∞

3. tan est continue et strictement croissante sur ]−𝜋
2 ; 𝜋

2 [, avec pour limites −∞ et +∞ : tout réel 𝑦
appartient à l’intervalle image. D’après le corollaire du théorème des valeurs intermédiaires, tan 𝑥 = 𝑦
admet une unique solution dans cet intervalle.

tan 𝜋
4 =

√
2/2√
2/2

= 1 : par unicité, 𝜋
4 est la solution de tan 𝑥 = 1 dans ]−𝜋

2 ; 𝜋
2 [. Par 𝜋-périodicité,

chaque intervalle ]−𝜋
2 + 𝑘𝜋 ; 𝜋

2 + 𝑘𝜋[ contient exactement une solution, 𝜋
4 + 𝑘𝜋.

tan 𝜋
3 =

√
3/2

1/2 =
√

3, donc par imparité tan (−𝜋
3 ) = −

√
3 et les solutions de tan 𝑥 = −

√
3 sont les

−𝜋
3 + 𝑘𝜋.

Conclusion : tan 𝑥 = 1 ⟺ 𝑥 = 𝜋
4 + 𝑘𝜋 et tan 𝑥 = −

√
3 ⟺ 𝑥 = −𝜋

3 + 𝑘𝜋 (𝑘 ∈ ℤ).
4. tan 0 = 0 et tan′(0) = 1 + 0 = 1 : la tangente en 0 a pour équation 𝑦 = 𝑥. Pour ℎ(𝑥) = tan 𝑥 − 𝑥

sur [0 ; 𝜋
2 [, ℎ′(𝑥) = 1 + tan2 𝑥 − 1 = tan2 𝑥 ⩾ 0, donc ℎ est croissante et ℎ(0) = 0 : ℎ(𝑥) ⩾ 0, soit

tan 𝑥 ⩾ 𝑥. Avec sin 𝑥 ⩽ 𝑥 pour 𝑥 ⩾ 0 :
Conclusion : sin 𝑥 ⩽ 𝑥 ⩽ tan 𝑥 pour tout 𝑥 ∈ [0 ; 𝜋

2 [.

5. tan″(𝑥) = (1 + tan2 𝑥)′ = 2 tan 𝑥 × tan′(𝑥) = 2 tan 𝑥 (1 + tan2 𝑥). Comme 1 + tan2 𝑥 > 0, tan″ a le
signe de tan 𝑥 : positif sur [0 ; 𝜋

2 [, négatif sur ]−𝜋
2 ; 0].

Conclusion : tan est convexe sur [0 ; 𝜋
2 [, concave sur ]−𝜋

2 ; 0] ; tan″ s’annule en changeant de
signe en 0 : l’origine est un point d’inflexion (la tangente 𝑦 = 𝑥 traverse la courbe).
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