Fiche 2 : études de fonctions trigonométriques

Fiche 2 : études de fonctions trigonométriques

Huit exercices pour traiter toutes les études de fonctions avec sin et cos :
® dérivées ;

® parité et périodicité ;

e réduction de l'intervalle d'étude ;

® variations et extremums ;

® convexité et points d'inflexion ;

® tangentes ;
22
® inégalités classiques sinx < z, cosz > 1 — TR

Toutes les corrections sont rédigées comme on 1'attend au bac :
® parité et périodicité justifiées ;

e dérivée factorisée ;

® gigne justifié sur l'intervalle d'étude ;

e tableau complet ;

® prolongement a R.

Le plan d'une étude trigonométrique
1. Domaine, parité, périodicité : justifie chacune (f(—z) = £f(z), f(z +T) = f(z)) et
réduis l'intervalle d'étude.

2. Dérivée avec (cosu)’ = —u'sinwu et (sinu)’ = u' cosu ; factorise (souvent avec cos 2z ou sin 2z
a développer).

3. Signe de f’ sur l'intervalle d'étude, avec le cercle trigonométrique ou un tableau de signes.

4. Tableau de variations avec les valeurs aux bornes et aux extremums.

5. Prolongement a R : symétries et translations de période T'.

Les pieges classiques

® Qublier de justifier la parité ou la période.

e TEtudier le signe de sin ou cos en oubliant 1'intervalle (sinz > 0 seulement sur [0; 7] dans
[0;27]).

® Ne pas développer cos 2z ou sin 2z avant de factoriser.

® Dire qu'une fonction avec un terme en x est périodique.

Une étude trigonométrique bien menée, c¢'est comme une chanson : une fois qu'on a le refrain, on

n'a plus qu'a le répéter a chaque période.
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Fiche

2 : études de fonctions trigonométriques

Exercice 1 (%) : dériver avec sin et cos

ot

(=]

(

1.

Dériver :

f(z) =sin(3z — 1)
g(z) = cos’z
h(z) = zsinz
cosz . )
k(z) = 1T snz (laou 1+ sinz # 0)
. m(x) = ec®

. p(z) =In(2 + cosx)

Correction de l'exercice 1

Question 1

f est dérivable sur R comme composée. Avec (sinu)’ = v/ cosu et u(z) =3z —1:

f'(z) = 3cos(3z — 1)

Question 2

g = u? avec u(x) = cosz, u/(z) = —sinz. Avec (u?) = 2u'u :
g'(x) = —2sinxcosx = —sin 2z

Question 3

h est dérivable sur R comme produit.
k' (z) =sinz + zcosz
Question 4

!
k est dérivable sur les intervalles ou 1 4 sinz # 0. Avec (E) :
v

K (z) —sinz(1 +sinz) — cosz x cosz  —sinz —sin?x —cos’z  —sinz — 1
€Tr) = — =
(1 + sinz)? (1 +sinz)? (1 +sinz)?
-1
Ez) = ———
() 1-+sinz
Question 5

Avec (e¥) = u'e* et u(z) = cosz :
m/(z) = — sinx e®s?

Question 6

!/

u
Pour tout z, 2+ cosz > 1 > 0 : p est dérivable sur R. Avec (lnu) = — :
u
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Fiche 2 : études de fonctions trigonométriques

, —sinz
r) = —
P(@) 2+ cosx

Exercice 2 (%) : parité et périodicité

=sinx + cos 2z

=z +sinz

Correction de l'exercice 2

(

Question 1

f(—z) =sin(—2z) = —sin 2z = — f(x)
f est impaire.

f(xz 4+ 7) = sin(2z + 27) = sin 2z = f(x)
f est m-périodique.

Question 2

g9(~z) = (cos(—x))* = cos’z = g(x)

g est paire.

g est m-périodique.

Question 3

h(z + 27) = sinz + cos(2z + 47) = h(z)
h est 2mw-périodique.

—h(z). Par exemple h (g) =1-1=0eth <

h n'est ni paire ni impaire.
Question 4

k(—x) = —x +sin(—z) = —(z +sinz) = —k(z)
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Pour chaque fonction, étudier la parité et la périodicité :

Toutes ces fonctions sont définies sur R, ensemble symétrique par rapport a 0.

g(z +7) = (cos(z + 7))? = (— cosz)? = cos’ z = g(x)

Pour la parité : h(—z) = —sinz + cos 2z. Ce n'est ni h(z) (sinon sinz = 0 pour tout x), ni
T

):—1—1:—2.
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Fiche 2 : études de fonctions trigonométriques

k est impaire.

Elle n'est pas périodique : k(z) — 400 quand  — +00 (car « + sinz > = — 1). Or une

fonction périodique et continue est bornée.

k n'est pas périodique.

1
Exercice 3 (%) : 1'étude de cosz + 5 cos 2z

1 ,
Soit f(z) = cosz + 5 cos 2z. Justifier que f est paire et 2w-périodique. Etudier f sur [0; 7] et

dresser son tableau de variations.

Correction de l'exercice 3
(
Parité et périodicité

f(—z) = cos(—z) + %cos(—Zw) =cosz + % cos2z = f(z)
f est paire.

f(z +27) = cos(xz + 2m) + % cos(2z + 4m) = f(x)

f est 2mw-périodique.

On étudie f sur [0;7], puis on compléte par symétrie par rapport a l'axe des ordonnées et

par translations de 2.

Dérivée

f est dérivable sur R. f'(z) = —sinz — sin2z = —sinz — 2sinz cos z.
f'(x) = —sinz (1 + 2cosz)

Signe sur [0;7]

1 2 1
sinz > 0sur [0;7[. 1+ 2cosz >0 <~ cosa:>—§ —= < ?W (Sur [0;7r],cosac=—§
_27r)
pour & = —.
2 2 2
Donc f’<Osur}0;§[, f' (%) =0et f’>Osur}?7r;7r{.

Tableau de variations sur [0; 7]

i 2 1 3. 2 1
f est strictement décroissante sur [0; 3| de f(0) =1+ 5 =54 f 3)="3 +
1 4 1 1 3
5 cos ?ﬁ =571~ "1 Puis strictement croissante sur {?ﬂ' ;7T:|, de 72 f(m)=-1+
11
2 2
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Fiche 2 : études de fonctions trigonométriques

Le minimum est —% (sur [0;7] et sur R).

3
Le maximum est 3 (atteint en 0).

Exercice 4 (%) : z + 2cosz

(

Soit f(z) = = + 2 cosz sur [0;2nx]. Etudier les variations de f et donner ses extremums locaux.

Correction de l'exercice 4

Dérivée
f est dérivable sur [0;27] comme somme.

fl(x) =1—2sinz

Signe
! . 1 . 1 ™ o, 1
fi(z) >0 < sinz < -. Sur [0;27r],smm:—pourngetx:?.smm<§sur
[O'E[etsur 5—7T'2 in >lsur z. 57T
"6 6 )R 6°6
, T m™ 9T ) om
Doncf>OSur['E[f<Osur E?,f>08ur €;27r.

Tableau

f est strictement croissante sur [0; z}, de f(0) =24 (%) = — +/3~226. f est

) o 5T 5T 5%y
strictement décroissante sur E rak jusqu'a f %) "% " \/_ ~ 0,89. f est strictement

5
croissante sur [% ; 271'} jusqu'a f(27) = 2w + 2 ~ 8,28.

Extremums locaux

Un maximum local — —|— \/é en —.

Un minimum local 5—7T — /3 en 5_7r

6 6
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Fiche 2 : études de fonctions trigonométriques

sin x
Exercice 5 (%% %) : 1'étude de —————
2+cosz
) sin x
Soit £(2) = 3 cosa”

(

2. Montrer que f'(z) =

3. Dresser le tableau de variations de f sur [0;7] et en déduire que |f(z)| <

1. Montrer que f est définie sur R, impaire et 2w-périodique. Sur quel intervalle suffit-il de

I'étudier ?

2cosz +1
(2+ cosx)?

| S

pour tout réel x.

Correction de l'exercice 5

Question 1
Pour tout x, cosx > —1, donc 2+ cosz > 1 > 0.

f est définie sur R.

sin(—z —sinz
f(oz) = omle)
2+ cos(—z) 2+cosz

= —f(z)
f est impaire.
f(xz 4 27) = f(x) car sin et cos sont 27-périodiques.

f est 2mw-périodique.

Par périodicité, on étudie sur [— ;7| ; par imparité, sur [0;7]. On compléte par symétrie par

rapport a l'origine, puis par translations de 27.
Question 2
u !
f est dérivable sur R comme quotient dont le dénominateur ne s'annule pas. Avec (—) :
v

cosx(2 +cosz) —sinz x (—sinz) 2cosz + cos’z + sin’z

I p— p—
=) = (2 + cos z)? (2 + cos z)?
2cosx+1
! I
fi(z) = (2 + cos )2
Question 3

Comme (2 + cosz)? > 0, f'(x) est du signe de 2cosz + 1. Sur [0;7] : 2cosz +1 >0 +—
1 2 2 2 2
cosac>——<:>:1:<—7r.Doncf'>Osur O;l,f' =il =0et f/ <O0sur —F;7r.
2 3 3 3 3
. . 2T . 2T
Tableau sur [0; 7| : f est strictement croissante sur |0; 3| de f(0)=0a f 5 )=
V3 V3 V3

2w
—2 - = 2 = = Puis strictement décroissante sur | — |, de — & f(r) = 0.
2-1- 3 73 3 3
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Fiche 2 : études de fonctions trigonométriques

ol

3
Magjoration : sur [0;7], 0 < f(z) < % Par imparité, sur [—m; 0], —

périodicité, cet encadrement vaut sur R.
3
If(z)] < % pour tout réel z

2 2
Avec égalité en ?ﬂ- + 2km (maximum) et en —?ﬂ + 2k7 (minimum).

Exercice 6 (% %) : convexité de sin et cos

, 3
2. Etudier la convexité de cos sur {—g ; g} .

3. En déduire que sinz < x pour tout « > 0.

Correction de l'exercice 6
4

Question 1

sin est deux fois dérivable sur R et sin”(z) = —sinz.

Sur [0; ], sinz > 0 donc sin” < 0.

sin est concave sur [0;7].

Sur [m; 27|, sinz < 0 donc sin” > 0.

sin est convexe sur [7;27].

La convexité change en 7 (sin” s'annule en changeant de signe).
Le point (7;0) est un point d'inflexion.

Plus généralement, tous les points (k7 ;0) sont des points d'inflexion.
Question 2

cos”(z) = — cosz.

T T
Sur [—5 ; 5}, cosz > 0 donc cos” < 0.
cos est concave.

3
Sur [ ; ;], cosz < 0 donc cos” > 0.

2
cos est convexe.

s
Les points (5 + k7 0) sont des points d'inflexion.
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1. Etudier la convexité de sin sur [0;27] et déterminer ses points d'inflexion.

f(z) <0. Par
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Fiche 2 : études de fonctions trigonométriques

Question 3

Pourx >n:sine<l<mwm<uz.

Donc sinz < z pour tout =z > 0.

Exercice 7 (%% %) : les trois inégalités classiques

1. Montrer que sinx < x pour tout = > 0.

2
T
2. En déduire que cosxz > 1 — 5 pour tout z > 0.

3
T
3. En déduire que sinz > x — r pour tout x > 0.

sin x

4. Retrouver lim
z—0t

Correction de l'exercice 7
4

Question 1

Soit g1(z) = & — sinz sur [0; 400[. g1 est dérivable et gj(z) =1 — cosz > 0. Donc g; est

croissante, avec g1(0) = 0. Donc gi(z) > 0.
sinz <z pour z > 0

Question 2

2

x
Soit ga(z) = cosz — 1 + o - 92 ost dérivable et gh(z) = —sinz + z = gi(x) > 0 d'apres la

question 1. Donc g, est croissante, avec g5(0) = 0. Donc go(z) > 0.

22
costl—Epoura:ZO

Question 3
3 2

question 2. Donc g3 est croissante, avec g3(0) = 0. Donc gs(z) > 0.

23
sinwzm—gpourwzo

Question 4
23
Pour z > 0, les questions 1 et 3 donnent z — E <sinz < z. En divisant par £ > 0 :
z? sinz
1-—< <1
6 — T
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La tangente a la courbe de sin en 0 a pour équation y = sin0 + cos 0 X £ = . Comme sin est

concave sur [0;7], sa courbe est en dessous de cette tangente. Donc sinz < z pour z € [0;7].

Soit g3(z) = sinz — x + % g3 est dérivable et g5(z) = cosz — 1+ % = gyo(z) > 0 d'apres la
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Fiche 2 : études de fonctions trigonométriques

) -
x
Comme 1 — 5 — 1 quand z — 0", d'apres le théoréme des gendarmes :

. sinz
lim =1
r—0t I

Exercice 8 (%) : tangentes

: . \ . T
1. Déterminer les tangentes a la courbe de sin aux points d'abscisses 0 et —.

3
s
2. Déterminer la tangente a la courbe de cos au point d'abscisse > et sa position par rapport a la

courbe.

0y
3. Soit f(x) = sinz cos z. Déterminer la tangente en —.

Correction de l'exercice 8

(

Méthode
La tangente au point d'abscisse a a pour équation y = f(a) + f'(a)(z — a).
Question 1

. s . « !
sin est dérivable sur R et sin' = cos.

En0:sin0=0, cosO0=1.

y==za
En il :sinﬁ = ﬁ, cosz = 1

3 3 2 3 2
T
Question 2
cos est dérivable sur R et cos’ = —sin. En g : cosg =0 et —sin T_ 1

™ ™

55
cos” = — cos s'annule en % en changeant de signe (concave a gauche, convexe a droite). Ce

point est un point d'inflexion.
La courbe traverse sa tangente.

Question 3

1
f(z) =sinzcosz = 3 sin 2z, donc f'(z) = cos 2z.

s m 1. 7 1 (T T
En4.f(4)_2sm2—2etf(4)_c0s2—0.

Licence CC BY-NC-SA 4.0 - Antoine Boutin - plusquunprof.com 9/12



Fiche 2 : études de fonctions trigonométriques

1
\ \ La tangente est y = 2 horizontale.

Ce qui peut tomber au bac

® Des dérivées avec sin, cos et composées (exercice 1).

e Une étude compléte avec parité, périodicité et intervalle réduit (exercices 2, 3, 4, 5).
¢ La convexité et les points d'inflexion de sin et cos (exercice 6).

¢ Des inégalités par études de fonctions successives (exercice 7).

e Des tangentes et leur position (exercice 8).

QCM : une seule bonne réponse par question

1. Quelle est la dérivée de sinax ?

A.sinzx
B. —sinz
C. —cosz

D. cosz (bonne réponse)

Justification : (sinz)' = cosz et (cosz) = —sinz.
2. Quelle est la dérivée de cos(2z) ?

A. 2cos(2z)

B. —sin(2z)

C. 2sin(2z)

D. —2sin(2z) (bonne réponse)

Justification : (cosu)’ = —u'sinu avec u = 2z et u' = 2.
3. La fonction sinus est :

A. 2m-périodique et impaire (bonne réponse)

B. m-périodique et paire

C. 27-périodique et paire

D. non périodique

Justification : sin(x + 27) = sinz et sin(—z) = —sinz.
4. Pour tout réel z, cos(—z) vaut :

A sinz

B. —cosz

Licence CC BY-NC-SA 4.0 - Antoine Boutin - plusquunprof.com 10 /12



Fiche 2 : études de fonctions trigonométriques

C. —sinzx

D. cosz (bonne réponse)

Justification : La fonction cosinus est paire.

5. Sur [0; 7], la fonction sinus admet pour maximum :

A ! tteint T

. =, atteint en —

57 int en &

s

B. 1, atteint en 5 (bonne réponse)

m
C. 0, atteint en 3

D. 1, atteint en 7

0y
Justification : (sinz)’ = cosz s'annule en 5 en changeant de signe, et sin 5= 1.

Cosx

6. Dans 1'exercice 1, quelle est la dérivée de k(z) = 1T sna ?
sin z

sinz — 1
" (1+sinz)?
1
" 1+sinz
-1
C. ———— (bonne réponse)
1+sinz
—sinz
"1+sinz
—sinz(1+sinz) — coszcosz  —sinz — sin’z — cos’ x

Justification : Quotient : (1T simz)? = 1+ sina)?

—1—sinz = -1
(1+sinz)?2 1+4sinz’

1
7. Dans l'exercice 3, avec f(z) = cosz + 5 €08 2z, quel est le maximum de f sur R ?

3

A. > atteint en 0 (bonne réponse)
B3
4
C.1
.2

Justification : f est 2m-périodique et paire ; sur [0; 7], I'étude du signe de f’ montre que le

maximum est f(0) =1+ = = —.

2 2
. sinx .
8. Dans l'exercice 5, avec f(z) = —————, quel encadrement obtient-on pour |f(z)| ?
2+ coszx

1
NIEIEE
B. [f(z)] <1

3

C.|f(z)| < % (bonne réponse)
D. |f(z)] <2
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Fiche 2 : études de fonctions trigonométriques

V3
Justification : L'étude des variations de f (impaire, 2m-périodique) donne un maximum de —— sur

3
[057].
9. Dans 1'exercice 6, ou se situe le point d'inflexion de la courbe de sin sur [0;27] ?
A. (z ; 1)
2
B. (0;0)
C. (7;0) (bonne réponse)
D. (27;0)
Justification : sin est concave sur [0;7| et convexe sur [7;27] : la convexité change en z = .

10. Dans l'exercice 7, quelle inégalité en déduit-on pour cosz quand « > 0 7

2
A cosz<1-— r
2
72

B.cosz >1— > (bonne réponse)

C.cosx >z

D. cosz—1— %
.COST = 5

Justification : On intégre 1'inégalité sinx < x (elle-méme intégrée depuis cos < 1) pour obtenir cette

minoration de cos .
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