Fiche 1: valeurs, formules, équations et inéquations

Fiche 1 : valeurs, formules, équations et

inéquations

Huit exercices pour maitriser toute la trigonométrie du programme :

® conversions et valeurs remarquables ;
e formules d'angles associés ;
: 2, 2
® relation cos” +sin” =1 ;
e formules de duplication et d'addition ;
® ¢quations sur R et sur un intervalle ;
® ¢équations avec changement de variable ;

® inéquations et vrai/faux.
Toutes les corrections sont rédigées comme on l'attend au bac :

e formule citée ;
e solution générale avec k € Z ;
® gélection des solutions de 1'intervalle ;

® vérification.

Le modéle de rédaction d'une équation trigonométrique

T 1 ., . 1 ., . ™ g ™
« Comme cosg = X I'équation cosx = 3 s'écrit cosx = cos —. Donc x = — + 2kw ou z = —3 +
2km, avec k € Z. Dans l'intervalle | — 7 ; 7], les solutions sont ~3 et 5
® cosx=cosa < r=a+2kmrouzr=—a+2kn

® sinz —=sina <~ z=a+2krouzx=m—a-+2kn

® Sur un intervalle : donne des valeurs entieres a k et garde celles qui sont dans l'intervalle.

Les pieges classiques

® Qublier +2km ou la deuxiéme famille de solutions.
e (alculatrice en degrés au lieu de radians.

e Confondre cos(m — x) = —cosz et sin(r — z) = sinz.
e Garder X = cosz avec | X| > 1.

Si ta calculatrice donne cos(m) = 0,998, ne cherche pas 1'erreur dans la trigonométrie : elle est en

degrés.
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Fiche 1: valeurs, formules, équations et inéquations

Exercice 1 (%) : conversions et valeurs remarquables

5 3
1. Convertir en radians : 45°, 120°, 210°. Convertir en degrés : % et Zﬂ-

2. Donner la valeur exacte de :

cos5—7r i ( E) cos7—7r sinll—7r cos _2_7r sin3—7r
6 S\ Tg) P T 3 )y

Correction de l'exercice 1
4

Question 1

o __ ™ .
° = x X ? radians.

a5 ==

=1
120° = 27
=3
7T
210° = 1L
0" =5

180
Inversement, x rad = & X — degrés.
T

5%

— = 150°
6

3

- 1350
4
Question 2

On se ramene aux valeurs remarquables par les formules d'angles associés et la périodicité.

c0s5—7r— (7r—7—r>——cosE
6 >\ "6)" 6
T V3
COS — = ——(——
2
™ . . . .
sin (_Z> = —sin — (le sinus est impair)
(D=7
sin(—=) = -——
4 2
T T T
€08 5~ = COS (— + 271') = cos ~ (périodicité)
cos m_1
3 2
sin 1w = si <_7r +27r) = si ( 7T)
g —sin(—g =sin | —¢
. 117w 1
sin — = —=
2

2m 2m ) . ™ T
cos [ —— | = cos — (le cosinus est pair) = cos (ﬂ' - —) = —cos —
3 3 3 3
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Fiche 1: valeurs, formules, équations et inéquations

cos L

3 /) 2
. 3w . T .o
s1nT:s1n(7r——):sm—

4
3 V2

sin — = —

4 2

Exercice 2 (%) : simplifier avec les angles associés

Simplifier, pour tout réel x :

2
C(z) = cos (a: + g) + sin(z — )

Correction de l'exercice 2

(

A(z)
cos(m —x) = —cosz

. T
sin (5 —l—a:) = COSZT

cos(z+m) = —cosz

A(z) = —cosz + cosx — cosx
A(z) = —cosz

B(z)

sin(m — z) = sinz

7r .
cos E—a: =sinz

B(xz) =sinz +sinz +sinz
B(xz) = 3sinx
C(z)
w .
cos (T + —) = —sinz
2
sin(z — 7) = —sin(mr — z) = —sinz
C(z) = —sinz —sinx
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B(z) = sin(r — x) — sin(—x) + cos (E -z

A(x) = cos(m — x) + sin <g + :v) + cos(z + )

)

sin(—z) = —sinz, donc — sin(—z) = sinz
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Fiche 1: valeurs, formules, équations et inéquations

\ l O(z) = —2sinz

Exercice 3 (%) : la relation cos® +sin® = 1

3 m
1. Sachant que sinxz = 5 et ¢ € [5 ;ﬂ'], calculer cos z.

1
2. Sachant que cosz = 1 et ¢ € [—m;0], calculer sinz.

Correction de l'exercice 3

(

Question 1
9 16 4

Onacos?z+sin?z=1cos2z=1——=—.DonccosT = — O COST = ——.
25 25 5 5

™
Orz e [— ;w] : le cosinus est négatif sur cet intervalle.

cos 4
r=—=
5
Question 2
1 1 V1
sinfzr=1- — = —5 Donc sinx = :|:—5.

16 16 4
Or z € [—7;0] : le sinus est négatif ou nul sur cet intervalle.

V15

sing = ———

4

Exercice 4 (% %) : duplication et addition
1. Calculer cos — et sin = en utilisant :

8 8

cos(2z) = 2cos’z — 1

cos(2z) =1 — 2sin’z

™ ™ ™ ™
2. Calcul en écrivant — = — — —
Ca culer cos 12 en écrivant 12 3 4

Correction de l'exercice 4

Question 1

M)

1+ 2+4/2
2 4

T m
= 2cos? = — 1. Donc 2_ —
cos 3 cos 3

[
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Fiche 1: valeurs, formules, équations et inéquations

™ ™
C T [m—} Too.
omme 3 S 5 cos 3 >

2+

3

&

T
cos — =
8

2

~ .9 T .
De méme, - = 1 — 2sin? 3 Donc sin® = = =

.om
Comme sin 3 >0:

T 242

sin g = 5
Question 2

cos(a — b) = cosacosb + sinasinb.

™ s ™ ™

T T ™ . .
COS— =COS|(— — — ) = COS —COS — + SIln —sin — = X

©|
[ S
[
=S
=S

1
12 3 4 34 374 2
T V24+4/6

COSE = 4

Exercice 5 (% %) : équations sur R

(

2.sinx = —

Résoudre dans R :

1 1
.COST = —
2

S

3.cosxz =0

4. cos(2z) = cosx

Correction de l'exercice 5

Dans toutes les réponses, k désigne un entier relatif.

Question 1
1

cosg =3 cos:p:cosg = = 7—?: + 2km ou x = —7—?: + 2km.
T

S:{i§+2MykeZ}

Question 2

. ™ \/i . . ™ ™ ™
sin <——) :—7. sma::sln(—z) <= x:—z +2kmrouzx =m— (—Z)+2k7r:
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Fiche 1: valeurs, formules, équations et inéquations

S:{—E+2k7r; 5—7T+2k7r, kGZ}

4 4
Question 3
T T i .
COS T = COS 5 = = ) + 2km ou x = -3 + 2k7. Ces deux familles se regroupent :

s:{§+mnkez}

Question 4

2k
cos(2z) = cosx <= 2z =z + 2km ou 2z = —x + 2k <— m:2k7rouac:T7r.

La premiere famille est contenue dans la seconde (k multiple de 3).

S:{g?,kez}

Exercice 6 (% %) : équations sur un intervalle

(

1. Résoudre sinz = 73 sur [0;27].

2. Résoudre 2sin®z — sinz — 1 = 0 sur [0; 27].

3. Résoudre cosz + sinxz = 1 sur | — ;7).

Correction de l'exercice 6

Question 1

2
sin%:?.sinw:sing <— :B:g+2k7roua::7r—g+2k7r:?ﬂ—|—2k7r. Sur [0; 2]

(k=0):

g_{T.2m
1373

Question 2

On pose X = sinz, avec —1 < X < 1. L'équation devient 2X% — X —1 = 0. (2X + 1)(X —

1
1) =0. Donc X = ~3 ou X =1, deux valeurs comprises entre —1 et 1.

Sisine=1:z= g sur [0;27].

1 1
Sisinx = =3 sin (—%) =3 donc ¢ = — = +2km ou x = %T + 2km. Sur [0;27] sz =
11
Tﬁ (k =1 pour la premiere famille) ou & = %

g_ [z T 1
2° 6 6
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Fiche 1: valeurs, formules, équations et inéquations

Question 3

Par la formule d'addition :

=

( 7r) 7r+ . LT ( + sinz)
cos — =) = — Z_ Y=
T 1 COS I COS 1 sin x sin 1 > cosx + sinx

T
Donc cos z + sinz = v/2 cos (w — Z)

1 2
L'équation équivaut a cos (:z: — %) = E = % = cos % Soit ¢ — % = % + 2k ou x —
U + 2k7. C'est-a-dire x = z + 2km ou & = 2km.
4 4 2
Sur | —7m;7| (k=0):
S = {0; z}
2
. T L
Vérification : cos0 + sin0 = 1 et cos 3 + sin 3= 1
\
3
Exercice 7 (%% %) : inéquations
1. Résoudre cosx > — sur | — ;7).
2. Résoudre sinz < —g swr [0;27].
3. Résoudre 2cos’x — 3cosz +1 < 0 sur | — ;7).
4
Correction de l'exercice 7
(
Question 1
T s . _ .
COST = —- sur | = ;7] pour z = 1 et x = 1 Sur le cercle trigonométrique, les points
2
dont 1'abscisse (le cosinus) est supérieure ou égale a % forment l'arc entre —% et %
T T
=[5
4’4
Question 2
. T 117 ) i )
sinz = ~5 sur [0;27] pour z = 5 et z = 5 Les points dont 1'ordonnée (le sinus) est
11
strictement inférieure a ~5 forment 1'arc ouvert entre % et TW
m 11w
S=|—;—
Ll
Question 3
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Fiche 1: valeurs, formules, équations et inéquations

On pose X = cosz. L'inéquation devient 2X? —3X +1 < 0. (2X —1)(X — 1) <0. C'est-a-
dire % < X <1

1 1
Comme cosz < 1 pour tout z, l'inéquation équivaut a cosx > 3 Sur | —7;7|, cosz = 3

7
pour x = +—.

3
- [543

Exercice 8 (%) : vrai ou faux

Justifier chaque réponse :

1. Pour tout réel z, cos(2z) = 2 cos z.

2. Pour tout réel z, sin(z + 7) = —sinz.
3. Pour tout réel z, cos®z < 1.

4. Pour tout réel x, cos (m2) = cos’z.

5. L'équation cosx = 2 n'a pas de solution.

6. Si sinz = siny, alors x = y.

Correction de l'exercice 8

(

Affirmation 1

Pour z =0: cos0 =1 et 2cos0 = 2. En général cos 2z = 2cos’z — 1.
Faux.

Affirmation 2

C'est la formule sin(m + ) = —sinx.

Vrai.

Affirmation 3

—1<cosz <1,donc0<cos?z <1.

Vrai.

Affirmation 4

2r=1.

Pour z = 7 : cos (7r2) ~ co0s(9,87) ~ —0,90, alors que cos
Faux.

Affirmation 5
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Fiche 1: valeurs, formules, équations et inéquations

cosz <1 < 2 pour tout x.
Vrai.
Affirmation 6

Contre-exemple : x = 0 et y = 7 donnent sinz = siny = 0, avec & # y. La fonction sinus

n'est pas injective sur R (elle est périodique).

Faux.

Ce qui peut tomber au bac

® Des valeurs exactes et des formules d'angles associés (exercices 1, 2).

® Une équation ou inéquation trigonométrique sur un intervalle, avec ou sans changement de

variable (exercices 5, 6, 7).
¢ Une formule de duplication ou d'addition pour calculer une valeur exacte (exercice 4).

e Un vrai/faux sur les propriétés de cos et sin (exercice 8).

QCM : une seule bonne réponse par question

T
1. Que vaut cos 3 ?

S

A.

(bonne réponse)

= Mlﬁ‘[\’“—'w
)

o A

1 3
Justification : Valeur remarquable : cos% =3 et sin% = %

s
2. Que vaut sin? ?

AL
2
B. ? (bonne réponse)
o L
2
D 1
2

o5

2
Justification : sin - sin (7r — z) = sin T_
3 3 3
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Fiche 1: valeurs, formules, équations et inéquations

1
3. Quelles sont les solutions de cosz = = sur [0;27] ?

2
™ o
A — et —
6° 6
B. g seulement
m 2
C. - et —
393
T s
D. 3 et 3 (bonne réponse)
Justification : cosx = cos% = x= j:% + 2k7 : sur [0;27], z = % oux = 5?71-

1
4. Quelles sont les solutions de sinz = g Sur [0;2m] ?

T
A. 5 seulement
B. T et 2—7T
3 3
5
C. % et % (bonne réponse)
T T
D. — et —
6“6

Justification : sinx = sin T e 2= % +2kroux=m— % + 2km.

6

5. Quelle égalité est vraie pour tout réel  ?

A. cos’z +sin? z = 1 (bonne réponse)

B. cosx +sinx =1

2 2

C.cos*z —sin“z =1

D.coszsinz =1
Justification : C'est la relation fondamentale de la trigonométrie.

7
6. Dans 1'exercice 1, quelle est la valeur exacte de cos 3 ?

A.

.w
oS

c 1
2
D. = (bonne réponse)
1

7 7
Justification : ?W =27 + %, donc cos % = cosg
7. Dans 1'exercice 2, comment se simplifie A(z) = cos(m — z) + sin <g + :1:) +cos(z+m) 7

. —cosz (bonne réponse)
. COS T

. —sinzx

O o = »

.3coszx

Licence CC BY-NC-SA 4.0 - Antoine Boutin - plusquunprof.com 10/1



Fiche 1: valeurs, formules, équations et inéquations

. (T
Justification : cos(m — x) = — cosz, sin (5 + :13) = cosz, cos(z +m) = —cosz : la somme vaut

— COS T.

. 3 T
8. Dans 1'exercice 3, sachant sinz = £ avec T € [5 ;71'}, que vaut cosz ?

A2
5
4 .
B. —= (bonne réponse)
3
C. =
5
3
D. —-
5
Justification : cos’x — 1 — — — 20 4 <0 [Z-}d _ 2
ustification : cos” x = 55 — o5 et cosz < Osur | osm|, donc cosz = —+.
9. Dans 'exercice 5, quel est 1'ensemble solution de cos(2z) = cosz sur R ?
Ao
s
B. {5 +2kr, ke Z}
2km 3
C. 3 k € Z ; (bonne réponse)
D. {kr, k€ Z}
. . . 2km
Justification : cos(2z) = cosz <= 2x = tx + 2km, ce qui donne z = 2k ou xz = — ‘au final
2km .
T = 5 regroupe toutes les solutions.

10. Dans 1'exercice 6, quel est 1'ensemble solution de cosz + sinz =1 sur | — 73« ?
A. {0}
B T
)
T
C. {0; 5} (bonne réponse)

D. {0;7}

Il
Nk

T
Justification : En écrivant cosx + sinx = V2 cos (a: — Z), on trouve les solutions x =0 et

sur cet intervalle.
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