Terminale spécialité mathématiques Fonction logarithme - Fiche Standard (corrigé)

Corrigé : Fonction logarithme Fiche Standard }

S1.

1. Définition : x—1 > 0et x+5 > 0, soit z > 1. Pour z > 1, 2In(z—1) = In ((z — 1)?), donc I’équation équivaut
a(z—1)% =245, soit 12 —3z — 4 = 0, c’est-a-dire (z —4)(z + 1) = 0. Donc z = 4 ou x = —1. Seul 4 est
strictement supérieur a 1.

Conclusion : S = {4}.

2. Définition : (x —1)> >0 < z# letz+5 >0, soit D =] —5; 1[U]1; +ool. Sur D, I'équation équivaut
A(x—1)2=2+5,donc a z=4oux=—1. Ces deux nombres appartiennent & D (vérification : In9 = In9
pour x = 4; In4 = In4 pour x = —1).

Conclusion : S = {—1; 4}.
Ezplication : In ((x —1)?) = 21In |z — 1] existe pour tout = # 1, alors que 2In(z — 1) n’existe que pour z > 1.
Le nombre —1 est solution de la question 2 mais pas de la question 1, car In(—2) n’existe pas.

3. Définition : x> 0 et x+3 > 0, soit z > 0. Pour x > 0 : Inz+In(z+3) = In (22 + 3z). Comme In est strictement
croissante, I'inéquation équivaut a z2 + 3z > 10, soit 22 + 3x — 10 > 0, c’est-a-dire (z + 5)(z — 2) > 0, donc
r<—-5oux>2 Avecx >0:

Conclusion : S =|2; +oo].
4. L’équation est définie sur R. En multipliant par e® > 0 : 2e?* +3 = 5e”. Avec X =e” > 0:2X?2—-5X 43 =0.

5—1 541 3
Le discriminant vaut 25—24 = 1, donc X = = louX = % =3 deux valeurs strictement positives.
3
Donc e* =1 ou e* = 7
. 3 T 3 3 2
Conclusion : § = {0; In 5} Vérification pour z = lni 12 % 3 + 3 x 3= 34+2=5.
S2.
1
1. En 0" :lnz — —oo et — — +00, donc par produit li%l+ f(z) = —oo : laxe des ordonnées (x = 0) est
X T—

asymptote verticale.

1 1 1 1
En 400 : f(x) =2 x 2T « 2. Par croissances comparées N 0, et — — 0, donc lim f(xz) =0 :laxe
x T x T T—+00

des abscisses (y = 0) est asymptote horizontale en +oo.
2. f est dérivable sur ]0; +o00[ comme quotient de fonctions dérivables, le dénominateur ne s’annulant pas. Avec
u=2Inzetv=2a?:

2><:v2—21na:><2x_23:—4:rlngc 2(1—2Inz)

frley = = =T
1
Pour z > 0, 23 > 0 : f/(x) a le signe de 1 —2Inxz, et 1 —2lnz > 0 < lnx<§ < 1z < +/e. De plus
2x 1
4732 _ -
e =Tt = 2
x 0 Ve +00
f(z) + 0 -
1
—00 0

Conclusion : f est strictement croissante sur |0 ; /€], strictement décroissante sur [v/e; +oo[, et son maximum
vaut —.
e

3. (1) =0et f(1) = 2120

Conclusion : y =2z — 2.

= 2. La tangente est y = 2(z — 1).

4. Pourz>0,2*>0: f’(2) >0 <= 6lnz—5>0 < lnz>% = x> e/0,

5/6}

Conclusion : f est concave sur |0 ; €%/%] et convexe sur [¢*/%; +o00[. La courbe a un point d’inflexion d’abscisse

5/6 ~ ; ~
e®/6 ~ 2,30 (ordonnée 35578 0,32).
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1
5. Sur I; =]0; \/e|, f est continue et strictement croissante, de limite —oco & — : elle réalise une bijection de
1 1
I, sur }—oo; f}. Sur I, = [e; +o0|, f est continue et strictement décroissante, de — & la limite 0 (non
e e

atteinte) : bijection de I, sur ]O; f}. D’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires :
e

1
e si m > — : aucune solution;

= D

e si m = = : une seule solution, z = \/e;

@

1
e si 0 <m < — : deux solutions, une dans chaque intervalle;
e

o si m < 0 : une seule solution, dans I; (pour m =0, c’est x = 1).
S3. Partie A.

2
1. g est dérivable sur ]0; +oof et ¢/(z) = 22 + — > 0 : g est strictement croissante. En 0% : 22 —2 — —2 et
x

2Inz — —oo, donc g(z) — —oo. En 400 : 22 — 400 et 2Inz — +o0, donc g(x) — +oo.

2. ¢ est continue et strictement croissante sur |0; +oo[, de —oo & +00; 0 est dans 'intervalle image. D’apres
le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, g(x) = 0 admet une unique solution a. Or ¢(1,24) ~
—0,032 < 0 et g(1,25) ~ 0,009 > 0, donc 1,24 < o < 1,25 par stricte croissance.

Conclusion : g(z) < 0 sur |0; «of, g(a) =0 et g(x) > 0 sur Ja; +ool.

Partie B.

1 1 1
3. En0* : nr Inx x — = —oo (produit de —co par +00), donc ot — 400. Avec  + 1 — 1, par somme
x x

T
lim f(x) = 400 (x =0 est asymptote verticale).

z—07t
2Inzx

Asymptote oblique : f(z) — (z+1) = —
asymptote a € en +o0.
Position : f(z) —(x +1) = —

Conclusion : € est au-dessus de D sur |0; 1[, en dessous sur |1; +oo], et coupe D au point (1; 2).
4. f est dérivable sur |0; +oo] et

— 0 en +oo (croissances comparées). Donc D : y = x + 1 est

2Inz

a le signe de —1Inx : positif sur ]0; 1], nul en 1, négatif sur |1; +oo.

Lxz—lnzxl 2(1—Inz) 2?2—2+4+2lnz g(x)
f/(x):]._2>< 1‘2 =1-— 1-2 = xz = :1:2
Comme 22 > 0, f'(x) a le signe de g(z) : négatif sur |0; [, positif sur Ja'; +o0].
T 0 o +00
[ (@) - 0 +
+o0o +0o0
f@) T~
fle)
21 2 —a? 2 2 2
5. Comme g(a) =0: 2Ina =2 —a?, donc e a =——a. Alors fla)=a+1——4+a=2a+1——.
a a o « @

2 2
La fonction h : ¢  2t+1—— est strictement croissante sur |0 ; 4+oo[ (h'(t) = 2—|—t—2 >0). Avec 1,24 < a < 1,25
h(1,24) < f(a) < h(1,25), avec h(1,24) ~ 1,867 et h(1,25) = 1,9.
Conclusion : 1,86 < f(a) < 1,9. Le minimum de f est f(a) > 0, donc f(x) > 0 pour tout = > 0 : la courbe
C est au-dessus de l'axe des abscisses.

S4.
klnl 1 Inb I
1. log (10%) lnn100 = k. Pour a,b > 0 : log(ab) = % = loga + logh. Pour I = 1076 : A =106, donc
L =10log (10°%) = 60.
Conclusion : le niveau sonore est 60 dB.
107 I
2. L(10I) = 1010g1L =10 <log 10 + log I) = 10+ L(I), car log10 = 1. Si lintensité est multipliée par 2 :
0 0
10In2
L(2I) = L(I) + 10log 2 avee 10log2 = —- ;0 ~ 3,01.
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Conclusion : multiplier I'intensité par 10 ajoute 10 dB; la multiplier par 2 ajoute environ 3,01 dB.

1 1
3. Pour une machine, 70 = 10 logI—1 donne I—l = 107, soit I, = 107°. L’intensité totale est 2I,, donc L =

70 4+ 10log 2 =~ 73,01. ° ’
Conclusion : le niveau sonore total est d’environ 73 dB (et non 140 dB).

4. Avec n machines, I =nx 1075 et L = 10log (n x 107) = 70+ 10log n. Comme log est strictement croissante :
L>85 < logn>15 < n> 10" =10y/10 ~ 31,6. Vérification : L(31) ~ 84,91 et L(32) ~ 85,05.
Conclusion : il faut au moins 32 machines.

S5.

1. uy = 4v/2. Soit P(n) : «u,, > 0». P(0) est vraie car uy = 2 > 0. Si u,, > 0, alors \/u,, > 0 et u, ; =4,/u, >0:
P(n+ 1) est vraie. Par récurrence, u,, > 0 pour tout n € N.

1 1
2. Puisque u,, >0, v, est bien défini et v, ., =In (4,/7,) =Ind + 3 Inu, =2In2+ 2Vn-

1 1 1
3. Wy =V, —4In2= 2Vn —2In2 = 3 (v, —4In2) = 3 Wn-

1
Conclusion : (w,,) est géométrique de raison 3 et wy=In2—-4In2=-3In2.
" 3ln2 3ln2
4. w, =—-3In2 x 5) =— 2: ,donc v, =4In2 — I; et

U, = e¥n — dln2 » 67%1n2 — 94w 273/2"
" .
Conclusion : u,, = 16 x 273/2" (vérification : uy = 16 x 273 = 2).
3Iln2
5. w, , —w, = gt 0 : (w,) est croissante, donc (v,,) = (41n2 + w,,) aussi, donc (u, ) = (e¥~) aussi car

1 n
exp est croissante. Comme (§> — 0 (raison dans | —1; 1[), w,, = 0, v,, — 41n2 et, par continuité de exp,

u, — e*M2 = 16.
Conclusion : (u,,) est croissante et converge vers 16.

n 15,9 3In2 15,9 3ln2 16
6. u, = 16 x 273/2" donc u, > 15,9 < ln% > In 16 = — 22 > In 16 = 22 <In 15.9 =
In2 In331,7
2" > 371116 ~ 331,7. En passant au logarithme : nln2 > In331,7, soit n > n33l, ~ 8,37. Vérification :

In 75

ug ~ 15,871 < 15,9 < ug ~ 15,935.
Conclusion : le plus petit entier est n = 9.

In2

S6.

1. Limites : en 0T, xInz — 0 (croissances comparées), donc f(x) — —2. En 400, z — 400 et Inz — +00, donc
f(z) = 4o0.

1 1
flfle)=1xha+azx —=hz+1l,etlnz+1>0 < x> —.
e

x
x 0 % 400
1 (z) - 0 +
-9 400
f(x) T , 1 —
e

2. Pour 0 <z <1:lnz<0,donczlnz <0et f(r) <—2<0. I n’y a donc aucune solution dans ]0; 1]. Sur
1

[1; +o0], f est continue et strictement croissante (car 1 > —), de f(1) = —2 & 400 : 0 est dans l'intervalle
e

image, donc f(x) = 0 admet une unique solution « sur [1; +oo[, et c’est la seule sur ]0; +oo[. Enfin f(2) =

2In2 -2~ —0,61 <0et f(3) =3In3—-2~1,30 >0, donc 2 < a < 3.

a) Passage 1: m =25, f(m)>0doncb=25;0na (a;b)=(2;2,5). Passage 2 : m = 2,25, f(m) < 0 donc
a=225; (a;b) =(2,25; 2,5). Passage 3 : m = 2,375, f(m) > 0 donc b =2,375; (a; b) = (2,25; 2,375).

R 1
b) A chaque passage, 'amplitude b — a est divisée par 2 : apres k passages elle vaut ok La boucle s’arréte

1
des que o* < 0,01, c’est-a-dire 2¥ > 100, donc k = 7 (car 2% = 64 < 100 < 128 = 27). L’amplitude finale
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1
est ——. Le programme renvoie (2,34375; 2,3515625) : 2,34375 < «a < 2,3515625.

128"
S7.
N, 1 1 In2
1. N =2 —STS0A = —5730A=In- = —In2 A= :
(5730) 5 <:>1e2 5 & 5730 g n2 < 5730
n
Conclusion : \ = ~ 0,0001210.
onclusion /\(5 73()) ,
N(t+ D Nye M+D
2. (N—(:) ) = 3306_/\]5 = e P qui ne dépend pas de t.
N(t In 0,64 57301n0,64
3. ®) =064 <= eM=064 <= —M=I064 < t=— et ki) ~ 3689,3.
Ny A In2
Conclusion : I’échantillon a environ 3 689 ans.
N(t
4. # < 0,01 < =Xt < In0,01. Comme —\ < 0 (donc A > 0), on divise en changeant le sens : t >
0
1 1 Inl
~ In0,0 _ 573?nr21 00 ~ 38060.3.
Conclusion : il reste moins de 1% du carbone 14 initial & partir d’environ 38 070 ans.
S8.

1. Pour z >0, x = (\/5)2, donc Inz = 2In/z et (Inz)? =4 (In \/5)2 Alors

2

(m;)? _ 4((13;)5) » (hl\/\f)Q

In X
Quand z — +oo, X = /x — 400 et ~ — 0 (croissances comparées). Par composition et produit,
In z)?
lim (nz)
T—+00 x

Ensuite x — (Inx)? = x (1 —

=0.

(Inz)?

) : le facteur entre parenthéses tend vers 1 et z — +o0.

. . (Inz)? . )
Conclusion : lim =0et lim (z—(Inz)?) = +oo.
T—>+00 x T—>+00
2. z(lnz)? = (\/5)2 x 4 (In \/5)2 =4 (y/xln \/5)2 Quand z — 0%, X = /z — 0% et XIn X — 0 (croissances
comparées).
Conclusion : lim z(lnz)? = 0.
z—0*
In(1+3 In(1+3 In(1
3. Pour x # 0 proche de 0 : n( ;_ 2) =3 x n 3—; x) Quand z — 0, u =3z — 0 et u%l.
In(1
Conclusion : lim M =3.
z—0 x

1 1 In(1 1
4. Pourx>0:x(ln(x+1)—lnx):xlnx+ :xln(l—f——) :Mavecu:f_ﬂ)#
x x u x

Conclusion : lim z(ln(z+1) —Inz) = 1.

T—+00
S9.
Ina . Ina
1. Pour k=0:1na; =Ina = -0 Silna, = ok (avec a;, > 0), alors a,,; = \/a, > 0etlna, , =In,/a; =
1 Ina e PR .
2 Ing, = ok La propriété est héréditaire, donc vraie pour tout k.
Ina
Ainsi a;, = e a/2%, Quand k — +o0, ok — 0 et, par continuité de I'exponentielle, a; — e = 1.
Conclusion : lim a, =1.
k—+o0
1
2. a) La fonction In est concave sur ]0; 4oof (In”(z) = ——5 < 0) : sa courbe est en dessous de ses tangentes.
x

La tangente au point d’abscisse 1 a pour équation y = ln/(l)(t —1)+Inl=¢t—1,donc Int <t¢t—1 pour

1 1 1 1 1
tout t > 0. En appliquant ce résultat a 7 >0: lng < i 1, soit —Int < rie 1, donc 1 — n <Int.
1 Ina o k
b) Avect=a; >0: lf—élnak:? < aj, — 1. On multiplie par 2% > 0.
ay,
1
Conclusion : 2* (1 — > <lna <2 (a, —1).
ay,
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3. a) racines(2, 3) renvoie la liste [ag;ay ;ay;a;] avec a; = V2 ~ 1,4142, ay = 2Y/4 ~ 1,1892, ay = 2V/% ~
1,0905 : [2; 1,4142; 1,1892; 1,0905].
1
b) La premiére valeur est la borne inférieure 2% (1 — ) et la seconde la borne supérieure 2¥(a, — 1)
ag
de I’encadrement de Ina. Pour £k = 3 : 8 (1 — W) ~ 0,6640 et 8(1,0905... — 1) ~ 0,7241. Le

programme renvoie (0,6640; 0,7241) et 0,6640 < In2 ~ 0,6931 < 0,7241.
c) 0,69291 < In2 < 0,69338 : on retient In2 &~ 0,693 (I’écart avec chaque borne est inférieur a 1073).
d) La boucle parcourt les éléments de la liste et affiche a;, — 1 pour k = 0,1,2,3 : 1, puis environ 0,4142,
0,1892 et 0,0905. Ces valeurs décroissent vers 0 : cela illustre a;, — 1 (question 1).
1 1 2k (a2 —2 1) 2F(a, —1)2
4. A =2%(ay — 1) — 2" (1) = ok (ak2+> G S Tt
Qg ag ay ay
On compléte par la ligne suivante (on continue tant que amplitude A, n’est pas strictement inférieure a e,

avec a;, = al/?") :

while 2%xk * (ax*(1/2%xk) - 1)**2 / a*xx(1/2xxk) >= e:
Pour a = 2 : Ay ~ 0,0150, Ag ~ 0,0075, A; ~ 0,0038, Ag ~ 0,0019 > 1072 et Ay ~ 0,00094 < 1073 (les
valeurs de A, sont a peu pres divisées par 2 a chaque étape; pour k < 4, elles sont encore plus grandes).
Conclusion : plus_petit_k(2, 1e-3) renvoie 9.

S10.
1 1 1 InX
1. Pourz >0et X =2":In X =nlnz,donclnz = —In X et n—f = fXHT.Quandx%-i-OO,X:x" — +o0
n x n
et X g
X ' I
Conclusion : lim —r = 0.

r—+oo "

1 1
2. 2"Ing=Xx-InX=-XInX. Quandz - 0", X =2" - 0T et XInX — 0.
n

n
Conclusion : lim z"Inx = 0.
x—07T

. Inx .
3. a) 2°~4Inx = 2° (1 — 4—3>. Le facteur entre parenthéses tend vers 1 (question 1 avec n = 3) et 3 — +o0.
x

Limite : 4o0.
b) 2z%Inz — 0 (question 2 avec n = 2) et x — 0. Limite : 0.

Inx Inx 22 Inx 22
¢c) —— = — X ——, ave¢c —— — 0 et ——— — 1. Limite : 0.
) 241 2 T 2241’ Ve 2 x24+1
Inx
d) Quand x — 0", Inz — —o0 et 22 — 0T, donc —5 — —oo. Limite : —oo.
x

o) .12 . . .
4. En +o0, Inz et 22 tendent tous deux vers +oc : la forme — est indéterminée et il faut comparer les croissances

00
(le dénominateur 'emporte). En 01, le numérateur tend vers —oo et le dénominateur vers 0% : il n’y a pas de
compétition, le quotient d’un nombre qui tend vers —oo par un nombre positif qui tend vers 0 tend vers —oo.
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