Terminale spécialité mathématiques Fonction logarithme - Fiche Défi (corrigé)

Corrigé : Fonction logarithme Fiche Défi }

D1. Partie A.

1. elratinb — elna o olnb — gh Le réel In(ab) est I'unique réel dont 'exponentielle vaut ab (car ab > 0).
Conclusion : Ina + Inb = In(abd).

1 1 1
2. Inverse : 0 =Inl=1In (a X 7> =Ina+In—, donc In — = —Ina.
a a a

1 1
Quotient : me =1 (a X 7> = lna—l—lng =1Ina—Inb.

b b
Puissances, n € N : In(a’) = Inl = 0 = 0 x Ina. Si In(a") = nlna, alors In(a"™!) = In(a" xa) =
nlna +Ina = (n+ 1) Ina. Par récurrence, la propriété est vraie pour tout n € N. Pour n = —p avec p € N :
In(a?)=1In — =—In (a?) = —plna = nlna.

a

Racine : Ina =1n a’) =2 a, donc In azllna.
2

Partie B.

1 z-1
3. g est dérivable sur |0; +oof et ¢'(z) =1—— = , du signe de  — 1. Donc g est strictement décroissante

sur ]0; 1] et strictement croissante sur [1; +oo[. Elle admet en 1 un minimum ¢(1) =1 —1—0 = 0, atteint
uniquement en 1 (stricte monotonie de chaque c6té).
Conclusion : g(z) > 0, soit Inz < z — 1 pour tout z > 0, avec égalité si et seulement si x = 1.

4. Pour z >0, y/z >0donc In/z < /z—1, dot lnz =2In/z < 2/z —2 < 2y/xz. Pour z > 1, Inz >In1 =0

Inz 2

(In strictement croissante). Donc 0 < Inx < 24/x puis, en divisant par z > 0: 0 < — < 7 Comme
x T

2 L . Inx

— — 0 en +00, le théoreme des gendarmes donne lim — = 0.

\/E r—+o0 X

1 1 1 In X
P -0 X==-— tzlne=—In—=——— — 0.
our R xl +oco et xinx XnX X
Conclusion : lim 2T Oet lim zlnz =0.
rx—=+o0 I z—0+t

5. 2 > 1 et In est strictement croissante, donc In2 > In1 = 0. Soit A un réel. 1l existe un entier n tel que

A
n>—.Pourz > 2", Inx > In(2") =nln2 > A. Tout intervalle ]A; +oo[ contient donc Inz pour z assez

In2
grand.
1 1
Conclusion : lim Inz = +oc. Puis Inz = —In — avec — — +00 quand z — 0% : lim Inz = —oco.
T—+00 X X z—0"
D2.

1. z(lnz—1)? =z ((Inz)> —2lnz+1) = z(lnx)?> — 2zlnx + 2.

En +00 :Inx —1 — 400, donc (Inz — 1)? — +o0 et, par produit avec z, lirf f(z) = +oo.
Tr—+00

En0t :z(lnz)? =4(yzln \/5)2 ;avec X = v/ — 07, X In X — 0 (croissances comparées), donc z(Inz)? — 0.
De plus zlnz — 0 et z — 0.
Conclusion : liI+n f(z) =400 et li%l+ f(x) =0= f(0) : f est continue en 0.

T—+00 €Tr—

fl@) = f(0) _z(nz—1)?

2. = = (lnz —1)? = 400 quand = — 0.

z
Conclusion : f n’est pas dérivable en 0; la courbe € admet & l'origine une demi-tangente verticale (I’axe des
ordonnées).

3. f est dérivable sur |0; +oo[ comme produit de fonctions dérivables. Avec u = x et v = (Inz — 1)%, v/ =

1
2(lnx —1 -
(Inz )Xx

2(lnz —1
f(x)=(nz—1)2 +2 x Ane—1) (nz—1)(lnz—1+2) = (Inz—1)(Inz + 1).
x
1 . . p . 1 e

nzr—1>0 <= z>eetlnz+1>0 <= z > . D’ou le signe de f’ : positif sur ]0; g[, négatif sur
1 1 1 4
}7; e[, positif sur Je; +oo[. Valeurs : f (7> =—(=2)2= - et f(e) =0.

e e e e
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x 0 % e 400
f(z) H + 0 - 0 +
4 +00
fo | e T _—

4 1
Conclusion : maximum local — en —, minimum local 0 en e (qui est aussi le minimum global, car f > 0).
e e

1 21
4. Pour z > 0, f'(z) = (Inz)?>—1, donc f”(z) =2lnxx — = ne
x

sur ]0; 1[, positif sur |1; +ool.

Conclusion : f est concave sur |0; 1] et convexe sur [1; +o00[; f” s’annule en changeant de signe en 1, donc
€ a un point d’inflexion I(1; 1) (car f(1) = 1 x (=1)? = 1). Comme f’(1) = (—1) x 1 = —1, la tangente en I
a pour équation y = —(x — 1) + 1, soit y = 2 — x.

. Comme x > 0, f” a le signe de In x : négatif
x

1 1
5. f est continue et strictement monotone sur chacun des intervalles [; = ]0 ; f} Iy = [f ; e} , I3 =[e; +ool. Les
e e

4 4
ensembles images sont : f(I;) = }O; g] (la limite 0 en 0" n’est pas atteinte), f(I,) = [O; g}, f(I3) =10; +oof.

Chaque valeur de I’ensemble image est prise une seule fois (corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires).
Donc :

e sim < 0 : aucune solution; si m = 0 : une solution, x = e;
4 1 1
e si 0 <m < = : trois solutions, une dans chacun des intervalles ]O; - [, } - e[ et Je; +o0[;
e e e
. 4 . 1
o sim = — : deux solutions, = = et une dans |e; +oo[;
e e
. 4 .
o si m > — : une solution, dans Je; +o0l.
e

D3.
n 1
n+1 n+1

1 1 1
1. Powrn>1l,z=1+—->0. Alorslnz<z—1=—etlnze>1—-=1
n n T

1 1\"
n>0:n<nln<1+):ln<<l+> ):lnun<1.
n+1 n n

2. Inu, <1=1Ine et In est strictement croissante, donc u

On multiplie par

< e. Comme

n
n T 1, le théoreme des gendarmes

donne Inu, — 1. Par continuité de exp, u,, = e™¥n — el.
Conclusion : lim wu, =e.
n—-+oo
s =1/ -1

3. ¢ est dérivable sur ]0; +oo[. Avec (In(1+ 1)) = Y :
r 1?4

1 — 1 1
(z)=In {1+ = ———=In(1+-]— .
o) n( Jr:v)erxx(x—l-l) n( er) x+1

1 z4+1 1 T
Posonsy—1+x— ,avecy # 1. Alors Iny > 1 — _1_x+1_:v+1
Donc ¢’ (x) > 0 : ¢ est strictement croissante. Or ¢(n) = Inu,,, donc Inu,, < Inwu, ., soit u, <, .
Conclusion : la suite (u,,) est strictement croissante (et majorée par e).

4. Comme u,, — e, e —u, — 0 : la condition de la boucle devient fausse a partir d’'un certain rang, donc la
boucle se termine. Comme (u,,) est croissante, (e — u,,) est décroissante : une fois e — u,, < 0,01, I'inégalité
reste vraie ensuite. La valeur renvoyée est donc le plus petit entier NV tel que e —u,, < 0,01 pour tout n > N.
Conclusion : seuil () renvoie 135 (on a e — uq54 &~ 0,010074 > 0,01 et e — uq35 ~ 0,0099998 < 0,01).

5. Pour n > |z, ‘E‘ <ldoncl+=>0;: v,, est bien défini et Inv,, = nln (1—!— E) Siz=0,v,=1=¢e pour
n n

(inégalité stricte car y # 1).

tout n. Si z # 0, on pose u,, = — (u,, # 0 et u,, = 0) :

383

In(1 +u,)

un n—-+oo

Inv nln(l 4+ w,) =z x rx1=uz.

n

Par continuité de exp, v,, = ehvn — %,

x n
Conclusion : pour tout réel z, lir+n (1 + 7) = ¢e” (on retrouve la question 2 pour = = 1).
n—+oo n
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D4.

1.

. , sxz—Inz 1-Inz : g -
f est dérivable sur ]0; +oo[ et f'(x) = & 5 = 5— dusigne de 1 —Inz : positif si z < e. Limites :
x x

1
en 0", Inz — —oo et = — +00, donc f(z) — —oo; en 400, f(x) — 0 (croissances comparées). Maximum :
x

1
fle) = .
T 0 e +00
r@ [T+ 0 -
1
—00 0
: . . Lo : I .
2. f est strictement croissante sur |0; e] et strictement décroissante sur [e; +oo[ : son maximum oo est atteint
1 1 1
qu'en e. Comme 7 # e, f(w) < —, soit 2T 2 En multipliant par er > 0 : elnm < 7, c’est-a-dire
e ™ e
In (7°) < 7 =In(e").
Conclusion : par stricte croissance de In, 7° < €.
1 Inb
3. Sia® =0 alors blna = alnb; en divisant par ab > 0 : e DT, soit f(a) = f(b). Sib< e alorsa<b<e
a
et f strictement croissante sur |0; e] donnerait f(a) < f(b) : impossible. Si a > e, alors e < a < b et f
strictement décroissante sur [e; +oo[ donnerait f(a) > f(b) : impossible. Donc a < e < b.
Conclusion : a est un entier non nul strictement inférieur a e ~ 2,72, donc a € {1; 2} (et b > 3).
In2
4. Sia=1:1"=1 = b! donne b = 1 = a, contradiction avec a < b. Donc a = 2 et f(b) = f(2) = HT
In4 2In2 In2
Or f(4) = HT = Z = HT Comme b > e, 4 > e et f est strictement décroissante sur [e; +o00[ (donc
injective), b = 4. Réciproquement 2% = 16 = 42.
Conclusion : le seul couple d’entiers a < b tel que a® = b® est (2; 4).
D5.
1
1. f(x) existe si et seulement si x # 1 et L—i_l > 0.
z—
T —00 —1 1 +00
z+1 - 0 + +
z—1 - — 0 +
z+1
+ 0 — [ +
z—1
Conclusion : D =] —oo; —1[U]1; 4o0].
—z+1 z—1 r4+1\""
2. D est Gtri t a0 et D, f(—x) =1 =1 =1 =— :
est symétrique par rapport & 0 et, pour z € D, f(—x) n—— nw_’_1 n(x_1> f(x)
f est impaire.
1 1+1
En +o0 : = R /= — 1 et In est continue en 1, donc f(z) - Inl = 0.
x—1 1-1/z
1
Enlt:z2+1—=2etax—1— 0", donc Tt — 400 et, par composition, f(z) — +oo.
T —
Par imparité : lim f(z) =0 et lirn1 f(z) = —oc.
Tr——00 T——1"
Conclusion : € admet pour asymptotes 'axe des abscisses (en —oo et en +00) et les droites d’équations
rz=1letz=—-1
1 —1)— 1 —2
3. Posons u(x) = vt , strictement positive sur D : u/(x) = (z=D=(z+1) = . Donc
z—1 (x —1)2 (x—1)2
' (z) —2 x—1 —2 —2

f,(x):u(x) :(x71)2xa:+1:(:vfl)(a:+1) 2 -1

Sur D, 22 — 1 > 0 (extérieur des racines), donc f’(z) < 0.
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T =1 T -
f O\_ f +OO\0

Conclusion : f est strictement décroissante sur | — co; —1[ (négative) et sur |1; +oo[ (positive).

4. Porz € D: f(z) =ln3 < L

Conclusion : S = {2}.
Pour f(z) > 1: f <0sur ] —oo; —1[, donc aucune solution dans cet intervalle. Sur ]1; 400 : f(z) > 1 <

1 1
x—|—1 >e <= z+12e(z—1) (carz—1>0) < 1+e=(e— 1)z < xge_kil(care—1>0). Or
o_

1:3 = r+1=3x—-3 < z=2,et2€ D.

~ 2,16 > 1.
1

.e+1}
Te—1]"

Conclusion : S = }1
In(k+1) —In(k —1). Donc

5. Pour k > 2, f(k) =

S:

n

NgE

(In(k+1)—In(k—1)) = (In3+mnd+-+In(n+1)) — (Inl1 +1In2+ - +In(n—1)).

El
Il

2

Les termes communs aux deux sommes se compensent (ceux de In3 a In(n — 1), s’il y en a). Il reste S,, =

1
lnn—&—ln(n—i—l)—1n1—1n2:1nM

n(n—+1)

(pour n = 2, on retrouve directement Sy, = f(2) = In3).

1
— +o0 et Inz — 400 en +o0, HIJP S, = +oo. Par ailleurs S, > 10 < n(nT—i—)
n—+oo

N . . —14++/1+8el0
< n?+n—2e'% > 0. Le trinéme a pour racine positive —————

2
209 x 210 210 x 211
Vérification : % — 21945 < e10 & 22026,5 < 22155 =

Conclusion : S,, > 10 si et seulement si n > 210; le plus petit entier est n = 210.

Comme

el0 ~ 209,4, donc n > 209,4.

De6.

b b b
1. Avec t = °4 et t = — (strictement positifs) : In & < e 1etln— < — — 1. En additionnant :
m m m o m m o m
b b b 2
ln£+ln—zlna—2<a+ —o="""_9_.
m m m m m

ab

ab
Donc In — <0=Inl, dou 5 < 1, soit ab < m? et, tout étant positif, vVab < m.
m m

Egalité : ab = m? si et seulement si les deux inégalités sommeées sont des égalités, c’est-a-dire — = — = 1.
m m

. a+b R ;
Conclusion : vab < — avec égalité si et seulement si a = b.

Ty X n z; T+t nm
L =S It = — —n = 0.
mn =1 m m

< 1. L’égalité a lieu si et seulement si chaque inégalité est une égalité (comme en question 1),

N

T, @
2. Pour chaque 7, In —* < - — 1. En sommant : In
m o om

Ly Ty

Donc
c’est-a-dire x; = m pour tout <.
Conclusion : z;z, -z, < m", avec égalité si et seulement si tous les x; sont égaux.

12
3. La moyenne de z,y, 2z est m = 3= 4. Par la question 2 avec n = 3 : V = xyz < 4% = 64, avec égalité si et

seulement si x =y =z = 4.
Conclusion : le volume maximal est 64 cm?, atteint pour le cube d’aréte 4 cm.

4. D’apreés la question 1, a+b > 2vab, b+c > 2Vbe, c+a > 2y/ca. Ces trois inégalités entre nombres strictement
positifs se multiplient membre & membre : (a + b)(b + ¢)(c + a) > 8Vab x be x ca = 8/(abc)? = 8abe.
Conclusion : (a4 b)(b + ¢)(c + a) > 8abc pour tous a,b,c > 0.

D7.

1. Pour z > 0, 14+ 2 > 1donc In(14+2) >Inl =0. Avec t = 1+ x # 1, 'inégalité Int < ¢ — 1 est stricte :
In(1+2) < x.
Conclusion : 0 < In(1 + z) <  pour tout = > 0.
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2. Récurrence : uy =1 > 0;siu, >0, alors u,, . ; = In(1+w,) > 0 d’apres la question 1. Donc u,, > 0 pour tout
n, et par la question 1 : u, ., =In(1+w,) <u,.

Conclusion : (u,) est strictement décroissante et strictement positive.

3. (u,,) est décroissante et minorée par 0 : elle converge (théoréme de convergence monotone) vers un réel £ > 0.
La fonction x — In(1 + ) est continue sur [0; +oo[, donc en passant a la limite dans u, ; = In(1 4+ u,,) :
{=1In(1+¢). Si¢>0,la question 1 donnerait In(1 + ¢) < ¢ : contradiction.

Conclusion : (u,) converge vers ¢ = 0.

4. On complete par while u >= 0.01: puis u = log(l + w). La boucle se termine car u,, — 0.

Conclusion : seuil () renvoie 200 (avec 199 ~ 0,01003 > 0,01 > uqgg, ~ 0,00998).

Ds.

In

1. Par définition de In, g(x) = ¢™% = z pour tout = > 0, donc ¢’(z) = 1. D’autre part g = expoln est dérivable
et ¢'(x) =In'(z) x e™? = z In’(x). Ainsi z In'(z) = 1.

, 1
Conclusion : In’(z) = — pour tout = > 0.
x
1

’ , 1
2. (In(az)) = aln'(azx) = i = donc A/ (z) =
intervalle est constante : h(x) = h(1) =Ina —Inl = Ina pour tout x > 0.
Conclusion : In(az) = lna + Inz pour tous a > 0 et x > 0.

= (. Une fonction dérivable de dérivée nulle sur un

8

n 1 1
3. Pour n € Z, In(2") = nlnz (cours), donc e"* = =" = 2" Pour a = 3" Inyz = §lnx, donc
e%lnz — eln\/i _ \/5

: - (i, a r_a 1 _ a
4. La fonction x — alnz est dérivable de dérivée —, donc (e‘“”) = —¢e*"? Or = = ¢ % donc —e?® =
T x x x

(a—1)Inz a—1

ae =acz
. 4 —

Conclusion : (z%) = az® L.

5. Pour a >0 :en 0", alnz — —oco donc 2% = e*™% — 0 en 400, alnz — +o0o donc z% — 400. Avec X = z%,

InX =alnx et
Inz 1 InX

1
==X “lnz =—-XInX.
o " X z%Inz o n

In X
Quandx—>+oo,X—>+ooetn——>0;quandx—>0+,X—>0+etXlnX—>O.

X
|
Conclusion : lim e =0et lim 2%Inx = 0.
r—+oo 2 r—0t
3
6. 232 =8 < glnx:1n8:31n2 < lnzx=2In2=1n4 < z = 4. Vérification : 43/2 = (\/41) = 8.
1 1
=< = >3 <= >0

N
Pour f(z) =av2: f(1)=1et f/(1) = V2 x 1271 = \/2. La tangente a pour équation y = v2(z — 1) + 1.
Conclusion : x =4; z > 9; tangente y = V2r+1—+2.
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