Terminale spécialité mathématiques Fonction logarithme - Fiche Bases (corrigé)

Corrigé : Fonction logarithme Fiche Bases }

B1. 1. On décompose en produits de puissances de 2 et de 5, puis on applique In(zy) = Inz + Iny,

In? = Inz —Iny et In(z") =nlnaz.
Y

e n20=1In(2?x5) =2a+b;

. ln0,4:ln§:a—b;

e In50 =1In (2 x 5%) = a + 2b;
1
. Invi0 = ln10= "0
2 2
1
. lngz—ln(23):—3a;

c 2 =In(52) ~In (2%) = 2 3a.

1 7
7 B=e(?) =923 =8: C=3In2—2x2In2+5n2=4In2;

2. A:ln(e4)—ln(el/2) :4—5 =
D =e? x 3 = 32,

Conclusion : A = %’ B=8,C=4In2, D = 3¢>.

B2.
5 5 ) . . .
1. Faux. In5—In2=1In 3 et 3 # 3 donc In 3 # In3 (la fonction In est strictement croissante, donc
injective).
2. Vrai. L’équation est définie pour z £ 0. On a In(2%) =4 < 2?2 =¢! < z=¢%ouz = —€°

Les deux nombres conviennent.
3. Vrai. La fonction In est strictement croissante et In1 =0:pour0 <z <1, Inz <Inl1=0.

1
4. Faux. La fonction In est strictement croissante sur ]0; +oo[ car In’(z) = = > 0. Elle est négative
x

sur ]0; 1[, mais pas décroissante.

. i . Inz
5. Faux. Par croissances comparées, lim — = 0.
r—+oo I

B3. Une expression Inu(zx) existe si et seulement si u(z) > 0.

1.3-2x2>0 <= z < ; Donc Df:]—oo; ;[

2. 22 -9>0 < (v—3)(z+3) > 0. Le trindme est positif & 'extérieur des racines —3 et 3. Donc
D, =] —oc; =3[U]3; 4o0l.

3. llfaut z+4>0et 5 —x >0, soit x > —4 et x < 5. Donc D), =] —4; 5].

4. Nlfaut z >0et lnz —2+#0. Or Inz =2 < z = €% Donc D), =|0; e*[U]e?; +o0].
B4.
o e . 2 2
1. Définition : 3x —2 >0 et x +4 > 0, 501ta:>§.P0ura:>§:1n(3:n—2):ln(m+4) = 3r—2=
2
r+4 <= £=3.0r3>-.
Conclusion : S = {3}.

1 1
2. Définition : 2x +1 >0 <= :1:>—§.Poura:>—§:ln(2:1:+1):2 = 2r+l1=¢* & =

e?—1

~ 3,19, qui est bien supérieur a ——.

2 _
Conclusion : S = {e 5 1}.

3. Définition : x > 0 et & +2 > 0, soit & > 0. Pour z > 0 : Inz + In(z 4+ 2) = In (z(z + 2)), donc
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I’équation équivaut a z(x + 2) = 15, soit 22 + 2x — 15 = 0, c’est-a-dire (z — 3)(z + 5) = 0. Donc
x = 3 ou x = —b. Seul 3 est strictement positif.
Conclusion : S = {3}.

4. Définition : x> 0. Onpose X =lnz: X2 -5X +6=0 < (X —-2)(X—-3)=0 < X =2ou
X =3. Donc Inz =2 ou Inx = 3, soit z = e? ou x = 3 (deux réels strictement positifs).
Conclusion : S = {e?; e3}.

B5. La fonction In est strictement croissante : pour A,B>0,lnA<InB < A<B

3 3
1. Définition :20—3 >0 <= = > §.Commelzlne:ln(2x—3) l <= 2z—32e <= 2> —2Fe
Or ste ~ 2,86 > g

3+e'+oo[
2 '

2. Définition : x+2>0et 5—x >0, s0it -2 <z < 5. Pour z €] —2; 5[ : In(z +2) <In(b — ) <

Conclusion : S = [

w

T+2<5b—x <= x<§.

Conclusion : § = }—2; ;)]

1
3. Définition : 3z —1>0 < z > 3 Comme —1=In(e ) :InBz—1)> -1 < 3z—1>e! <

L+e! 1+e? 1
. ~ 0,45 —.
x> 3 Or 3 10, 6 > 3
1 4o
Conclusion : S :} —i—3e ; 00 [
B6.
9 In7 In7
1.e””:7<:>2$:ln7<:>x:7. =173 [

2.2 74+1=5 <<= e?"=2 << —r=n2 < rz=—mn2. S={-In2}.
3. Avec X =e*>0: X2 -4X+3=0 <= (X—-1)(X—-3)=0 < X=10uX=3.Donce® =1
oue®” =3, soit t =0oux=1In3. S:{O,ln3}.

2+1n4
4. La fonction In est strictement croissante : €32 < 4 <« 3r—2 < lnd < z < +3n =
24+2In2 2+2In2
—s S =|—00; —3 [

B7.

1. Onlit In3 ~ 1,1. La courbe atteint ’ordonnée 1 pour x & 2,7 et 'ordonnée —1 pour = ~ 0,4 (valeurs
exactes : e et e 1).

2. In1=0etln’(1)=1.DoncT: y=0+1x (x—1).
Conclusion : T: y=z — 1.

1 1
3. Ine=1et ln/(e):g. Donc T" : yzl—l—g(x—e):

o8

x
Conclusion : 77 : y = —. Cette tangente passe par 'origine O(0; 0).
e

4. La courbe € est située en dessous de T. Pour tout z > 0, In”(z) = —iz < 0 : la fonction In est
concave, donc sa courbe est située sous ses tangentes. g
Conclusion : pour tout z > 0, Inx < z — 1 (égalité seulement en x = 1).

5. In(e?) = 2, donc Q (e?; 2) vérifie y = In .
Conclusion : Q) € €. Les fonctions exp et In sont réciproques : (a; b) est sur la courbe de exp si et
seulement si (b; a) est sur €. Les deux courbes sont symétriques par rapport a la droite d’équation
y = x (symétrie orthogonale d’axe cette droite).

BS.
2

2+ 5

)
1. x>—§é2m+5>0,et f(z)=
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2z
224+ 4
1
3. Produit : h'(z) =1xInzx+xx ——1=Inz.
x

2. 22 +4>0surRet ¢g'(x) =

Lyax2—Inzx2r z—2rlnzx 1—2Inx

4. Quotient : k' (z) = £ = =

Q (@) - =

e

Cl4er

6. La fonction u : > 2% + 1 est croissante sur [0; +o0o[ (carré) et & valeurs strictement positives, et
In est croissante sur ]0; +oo[. Donc Inou a le méme sens de variation que wu.

x3
T

5. 1+e” > 0sur R et m'(x)

Conclusion : z + In (22 + 1) est croissante sur [0; +oo[ (cohérent avec la dérivée > 0).

2 +1
B9.

1. lim Inz = —o0, donc par somme lim (3 —Inx) = 4o0.
20+ z—0"

Inz
2. Croissances comparées : lim —— = 0, donc la limite vaut 0.
r—+oo I

3. Croissances comparées : lim xlnx = 0, donc la limite vaut 0.
z—0"

Inz Inz
4. r—Inx ==z (1 — — |. Comme — — 0 (croissances comparées), le facteur entre parentheéses tend
T x

vers 1, et x — 4+o00. Par produit, la limite vaut 4oc.

3 1
5. s =34+ — — 3 et In est continue en 3 : par composition, la limite vaut In 3.
x
lirgl Inx = —o0, donc par inverse, la limite vaut 0 (par valeurs négatives).
z—0"
B1o0.
1. C, = 1500 x 1,03". Alors C,, > 3000 <= 1,03" > 2 <= nlnl1,03 > In2. Comme 1,03 > 1,
In2
In1,03>0:n> —— ~ 23,45.
b "7 103

Conclusion : le plus petit entier est n = 24.
2. La boucle augmente n d’une unité et multiplie ¢ par 1,03 tant que ¢ < 3000. Elle s’arréte au premier
n tel que 1500 x 1,03™ = 3000.
Conclusion : la fonctlion renvoie 24.
3. M, <5 <= 09" < 6 < nln0,9 < —In16. Comme 0,9 < 1, In0,9 < 0 : on divise en changeant
—1In16

In0,9
Conclusion : le plus petit entier est n = 27. Programme adapté : initialiser ¢ = 80, remplacer la

condition par while ¢ >= 5 et la mise a jour par ¢ = ¢ * 0.9; la fonction renvoie 27.

le sens de I'inégalité, d’ou n > ~ 26,3.
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