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Huit exercices sur les inégalités classiques du bac, démontrées par une étude de fonction auxiliaire ou

par la convexité, et sur leurs applications : limites, suites, moyennes.

Toutes les corrections sont rédigées comme on 1'attend au bac : fonction auxiliaire définie,

dérivée factorisée, signe justifié, minimum ou maximum invoqué, conclusion.

Les deux méthodes pour une inégalité f(z) > g(z)

1. La fonction auxiliaire. On pose h = f — g, on étudie les variations de h, et on montre que

son minimum est > 0 (souvent égal a 0).

2. La convexité. Si f est convexe, sa courbe est au-dessus de ses tangentes. Si f est concave, elle

est en dessous.

Ces inégalités servent ensuite pour des limites (comparaison, gendarmes), des suites (monotonie)

et des estimations.

Les pieges classiques

® Qublier de préciser l'intervalle sur lequel 1'inégalité est démontrée.
e Etudier le signe de k' mais oublier la valeur du minimum (h(0) = 0 par exemple).
® Se tromper de sens dans une inégalité en la retournant sans raison.

e Multiplier ou diviser par une quantité sans connaitre son signe.

L'inégalité e* > 1 + x est la plus rentable du programme : elle sert a tout, comme le couteau suisse

des exercices du bac.

Exercice 1 (%) : l'inégalité e* > 1+ =z
1. Démontrer par 1'étude d'une fonction que, pour tout réel z, e > 1 + x.

1 n
2. En déduire que, pour tout entier n > 1, (1 + —) <e.
n

Exercice 2 (% %) : un encadrement plus fin et une limite
w2

1. Montrer que, pour tout £ > 0, e* > 1+ z + o

2. En déduire lim

em
T—+00 I
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Exercice 3 (%) : une racine et sa tangente

%
Montrer que, pour tout z > —1, /1 4+ 2 <1+ 5 en étudiant une fonction auxiliaire.

Exercice 4 (%) : une inégalité par convexité

> 1 — x, en utilisant la convexité.

Montrer que, pour tout > —1, —— >
1+2z

Exercice 5 (%% %) : I'inégalité de Bernoulli par la dérivation

Soit n un entier supérieur ou égal & 2. Montrer que, pour tout z > —1, (1 + z)* > 1 + nz.

Exercice 6 (%% %) : une suite et 1'inégalité e* > 1 + z

On définit ug = 1 et, pour tout n € N, u,,,; =1 —e . Soit f(z) =1—e 2.
1. Montrer que f est strictement croissante sur R, puis que 0 < u,, < 1 pour tout n € N.
2. Montrer que (u,,) est décroissante.

3. En déduire que (u,) converge, puis déterminer sa limite.

Exercice 7 (%% %) : I'inégalité entre moyennes et 1'exponentielle

et <e“+eb
- 2

Montrer que, pour tous réels a et b, e

Exercice 8 (%% %) : encadrer e” et retrouver une limite

1

_$'

1. Montrer que, pour tout x < 1, 1 + z < e* < 1

.. et —1
2. En déduire lim .
z—07F x
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Ce qui peut tomber au bac

e L'inégalité e®* > 1 + x et ses applications (exercices 1, 2, 8).
e Une inégalité par fonction auxiliaire (exercices 2, 3, 5) ou par convexité (exercices 4, 7).
e Une suite dont la monotonie utilise une de ces inégalités (exercice 6).

e Une limite déduite d'un encadrement (exercices 2 et 8).

QCM : une seule bonne réponse par question

1. Une courbe convexe est située :

A. toujours sur 1'axe des abscisses
B. de part et d'autre de ses tangentes
C. au-dessous de ses tangentes

D. au-dessus de ses tangentes
2. L'inégalité e* > x + 1 pour tout réel x s'obtient grace a :

A. la convexité de I'exponentielle et sa tangente en 0
B. le théoréme des valeurs intermédiaires
C. le théoreme des gendarmes

D. la limite de e* en 400
3. En un point d'inflexion, la courbe :

A. traverse sa tangente
B. reste au-dessus de sa tangente
C. reste au-dessous de sa tangente

D. n'a pas de tangente
4. Pour f(z) =z* on a f”(0) = 0. Le point d'abscisse 0 est-il un point d'inflexion ?

A. Non, car f” ne change pas de signe
B. Oui, car f(0) =0
C. Oui, car f'(0) =0

D. Non, car f n'est pas dérivable

5. Si f” > 0 sur un intervalle I, alors f est sur I :

A. toujours positive
B. strictement croissante
C. constante

D. strictement décroissante

6. Dans 1'exercice 1, quelle inégalité prouve-t-on par 1'étude d'une fonction, valable pour tout réel x ?
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Ae*>14+=x
B.ef=1+z
C.et>x

D.ef<1+zx

7. Dans 1l'exercice 4, quelle méthode permet de prouver >1l—zpourz>-—-17
x

A. Le théoréme des gendarmes

B. Une récurrence

1
C. La convexité de = — 172 : la courbe est au-dessus de sa tangente en 0
x

D. Le théoréme des valeurs intermédiaires

u,

8. Dans l'exercice 6, avec ug = 1 et up+1 = 1 — e ", quelle est la limite de (u,) ?

A e
B. 400
C.0
D. 1

, . T L
9. Dans l'exercice 7, quelle inégalité relie e > a 2 ?

a b

+b e’ +e

A e <
2

B. Aucune comparaison n'est possible en général

e + eb

atb
C.ex

e+ eb
2

D.emsz

e’ —1
pour lim ?

— T z—07" T

10. Dans l'exercice 8, que déduit-on de l'encadrement 1 + z < e* < T

A. Cette limite vaut +oc0
B. Cette limite n'existe pas
C. Cette limite vaut 0

D. Cette limite vaut 1
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