Fiche 2 : dérivée seconde et convexité
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Neuf exercices pour maitriser la convexité : calculer f” et étudier son signe, trouver les points

. . . ., ! 1 .. N .
d'inflexion, lire la convexité sur f' ou sur f", positionner une courbe par rapport a ses tangentes, traiter

les vrai/faux classiques.

. ’, . , . /. . . ’ "
Toutes les corrections sont rédigées comme on 1l'attend au bac : deux fois dérivable justifié, f

factorisée, signe justifié, théoreme cité, points d'inflexion avec leurs deux coordonnées.

Le modéle de rédaction de la convexité

« La fonction f est deux fois dérivable sur I comme ... Pour tout z, f'(z) =... et f’(z) =... Or
.. donc f"(z) est du signe de ... Ainsi f” > 0 sur .. : f est convexe sur ..., et f’ < 0sur ..: f est
concave sur .. Comme f” s'annule en changeant de signe en a, le point A(a; f(a)) est un point

d'inflexion de la courbe. »

Les pieges classiques

e Confondre convexe (f” > 0, au-dessus des tangentes) et concave (f” < 0).

e Conclure & un point d'inflexion quand f” s'annule sans changer de signe (comme pour z*

en 0).
e Donner l'abscisse du point d'inflexion mais pas son ordonnée.

e Confondre f’ croissante et f croissante.

Pour ne jamais confondre : convexe ressemble a un sourire, concave a un chapeau de sorciere.

Exercice 1 (%) : étudier la convexité

Etudier la convexité et déterminer les éventuels points d'inflexion :
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Exercice 2 (%) : convexité, inflexion et tangente
Soit f(z) = (z + 1)e® sur R.
1. Calculer f’ et f”.

2. Etudier la convexité de f et déterminer le point d'inflexion.

3. Donner 1'équation de la tangente & la courbe en ce point.

Exercice 3 (%) : la convexité lue sur f’

Soit f une fonction deux fois dérivable sur R. On sait que f’ est :
® croissante sur | — oco; —1] ;
e décroissante sur [—1;2] ;

® croissante sur [2;+ool.

Etudier la convexité de f et ses points d'inflexion.

Exercice 4 (% %) : la convexité lue sur le signe de f”

Soit f une fonction deux fois dérivable sur R, avec :
o f'(z) >0sur]—oo;—1[;

o f'(z) <Osur]|—1;3[;

e f"(z) > 0sur|3;+o0].

?

Exercice 5 (%) : position de la courbe par rapport & une tangente

Exercice 6 (%% %) : un paramétre pour un point d'inflexion

Soit f(z) = x* + ax? + 2z, ol a est un réel. Déterminer a pour que la courbe de f ait un point

d'inflexion d'abscisse 2.
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1. Déterminer la tangente T' & la courbe de 1'exponentielle en 0 et en déduire une inégalité.
2. Etudier la position de la courbe de & — 3 par rapport & sa tangente en 0.

3. Etudier la position de la courbe de x — 1/z par rapport a sa tangente en 1.

Etudier la convexité de f et déterminer les points d'inflexion. Que peut-on dire de f’ en —1 et en 3



Fiche 2 : dérivée seconde et convexité

Exercice 7 (%% %) : un produit avec exponentielle

| Soit f(z) = ze® sur R. Etudier la convexité de f et déterminer le point d'inflexion.

Exercice 8 (%% %) : une inégalité par concavité

Montrer que, pour tout z > —1, /1 4+ a2 <1+ g

Exercice 9 (%) : vrai ou faux

1.

2.

Justifier chaque réponse :

Si f est convexe sur I, alors f’ est croissante sur 1.

Si f”(a) = 0, alors le point d'abscisse a est un point d'inflexion.

. La somme de deux fonctions convexes est convexe.
. Le produit de deux fonctions convexes est convexe.
. Si f est concave, alors —f est convexe.

. La courbe d'une fonction convexe est au-dessus de toutes ses tangentes.

Ce qui peut tomber au bac sur la convexité

L'étude de la convexité avec f” factorisée et les points d'inflexion (exercices 1, 2, 7).

La lecture graphique : sur f’ ou sur f” (exercices 3 et 4).

La position de la courbe et de sa tangente, qui donne des inégalités (exercices 5 et 8).
Un parameétre imposé par un point d'inflexion (exercice 6).

Un vrai/faux sur les propriétés de la convexité (exercice 9).

QCM : une seule bonne réponse par question

1. Une fonction f deux fois dérivable est convexe sur I si et seulement si :

A f">0sur I
B. f/>0sur I

C

Sf"<O0surI

D.f>0sur [

2. La courbe de f(z) = 23 admet un point d'inflexion en :

A.z=0

Licence CC BY-NC-SA 4.0 - Antoine Boutin - plusquunprof.com



Fiche 2 : dérivée seconde et convexité

B.z=1
C. aucun point

D. tous les points

3. La fonction exponentielle est :

A. concave sur R
B. convexe sur R
C. convexe seulement sur |0; +oo[

D. ni convexe ni concave

4. Si f est concave sur I, sa courbe est située :

A. sur ses tangentes
B. de part et d'autre de ses tangentes
C. au-dessous de ses tangentes

D. au-dessus de ses tangentes

5. Que peut-on dire de f(z) = —x* + 3z ?

A. Elle est convexe sur R

B. Elle est concave sur R

C. Elle admet un point d'inflexion en 3

D. Elle est ni convexe ni concave

6. Dans 1'exercice 1, ol sont les points d'inflexion de f(z) = z* — 222 ?

A. en z = 0 seulement

V3 V3

Benzx=—ctex=—

3 3

C.iln'y en a pas

Denz=—-1letx=1

)

Ay=z+1
2
B.y=-
e
3
C.y= z
e
D.y:E
e

. . / . , . . .
8. Dans l'exercice 3, si f' est croissante sur | — oo ; —1], décroissante sur [—1;2] puis croissante sur

[2; +00l, la fonction f est :

A. convexe sur | — oo; —1] et [2;4o00], concave sur [—1;2]

B. concave partout
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7. Dans l'exercice 2, avec f(z) = (z + 1)e 2, quelle est 1'équation de la tangente au point d'inflexion
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C. convexe partout
D. convexe seulement sur [—1;2]

9. Dans l'exercice 6, pour quelle valeur de a la courbe de f(z) = 23 + az? + 2z a-t-elle un point
d'inflexion d'abscisse 2 7

A.a=—-6
B.a=6
C.a=0
D.a=2

10. Dans l'exercice 8, quelle inégalité démontre-t-on par concavité pour tout « > —1 7
AViTe=1+ g
B.yITz>1+ g
C.vVitaz<l+ g
D.Vi+z<z
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