Terminale spécialité mathématiques Continuité et TVI - Fiche Bases (corrigé)

Corrigé : Continuité et TVI Fiche Bases }

B1.

1. lir? flx) =2, 1i1’{l+ f(z) =3 et f(1) = 1. Ces trois nombres sont différents. Conclusion : f n’est
z—1- T—
pas continue en 1 (la courbe fait un saut).

2. liIil f(z) =0, 1iI£1+ f(z) =0et f(4) = 0. Les trois nombres sont égaux. Conclusion : f est continue
r—4 r—
en 4.

3. La courbe se trace sans lever le crayon sur [—3; 1[ et sur ]1; 5] (morceaux de droites). Conclusion :
f est continue sur [—3; 1[ et sur |1; 5], mais pas sur [—3; 5] car elle n’est pas continue en 1.

4. La droite y = 0,5 coupe la courbe en trois points, d’abscisses —2, 3,5 et 4,5 : I’équation f(x) = 0,5
a trois solutions. La droite y = 2,5 coupe la courbe en un seul point, d’abscisse 1,5 : ’équation
f(z) = 2,5 a une solution.

5. Non. L’hypothése de continuité sur [—3; 5] n’est pas vérifiée, puisque f n’est pas continue en 1. Le
théoréme ne s’applique donc pas (méme si ici 0,5 est compris entre f(—3) = 0 et f(5) = 1 et si
Iéquation f(z) = 0,5 admet bien des solutions : le théoréme ne le garantit pas).

B2.
1. lim f(x) =3x2—-1=05, lin21 f(z) =22+1=5et f(2) =22+ 1 = 5. Conclusion : les trois
z—2+

;anbres sont égaux, f est continue en 2.

2. 93)=32—-3=6et mli_}rglﬁ g(z) = 6, mais xlirgl+ g(x) =2 x 341 = 7. Conclusion : les limites a
gauche et a droite sont différentes, g n’est pas continue en 3.

3. Pourx # 3,22 —2—6 = (z—3)(x+2), donc k(z) = z+2. Ainsi 11:11% k(z) =5 = k(3). Conclusion :

k est continue en 3.

B3.
1. lim f(z) = —a+ 2, lim1 f(r) =1—3 = —2et f(—1) = —2. La fonction f est continue sur
r——1"

r——1"
| —oo0;—1[ et sur | — 1;+400] (polynémes), donc continue sur R si et seulement si —a + 2 = —2,
c’est-a-dire a = 4.
Conclusion : a = 4.
2. Pour z # 2, 2> — 52+ 6 = (v — 2)(z — 3), donc g(z) =z — 3 et lir%g(x) = —1. La fonction g est
xr—
continue sur R si et seulement si g(2) = —1.
Conclusion : m = —1.
3. lirgl h(z) = b, ling h(z) = e® —3 = —2 et h(0) = —2. Continuité en 0 si et seulement si b = —2;
z—0" z—0F
sur R*, h est continue (fonctions usuelles).
Conclusion : b = —2.

B4.
(x —4)(x +4)

r—4
Conclusion : la limite est finie, f se prolonge par continuité en posant f(4) = 8.

2. Pourz#+ -1, 23+ 1=(x+1)(z2 —2+1),donc f(z) =22 —x+1et limlf z)=1+1+1=3.
r——

Conclusion : f se prolonge par continuité en posant f(—1) = 3.

1. f n’est pas définie en 4. Pour x # 4, f(x) = = x + 4, donc liH}l f(x)=8.
xr—

3. f est définie sur [—4; 0[U]0; +o0o[. En multipliant par la quantité conjuguée, pour = # 0 :

f(x) (x+4)—4 1
x) = = .
x(\/x+4+2) Vr+4+2
1 1
D li = ——=-.
one lim f(@) =575 =1 )
Conclusion : f se prolonge par continuité en posant f(0) = T
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BS5.

1. f est continue sur R : c’est une somme et un produit de fonctions continues sur R (polynomes,
exponentielle).

2. g est un quotient de deux polynomes, donc de fonctions continues, dont le dénominateur 22 — 4 ne
s’annule pas sur |2; +o0o[ (il ne s’annule qu’en —2 et 2). Donc g est continue sur |2 ;+ool.

3. La fonction z - 22 4+ 1 est continue sur R et & valeurs dans [1; +oo[ C [0; +oo[, intervalle sur lequel
la racine carrée est continue. Par composition, h est continue sur R.

4. x — |z — 1| est continue sur R (composée de la valeur absolue et d’une fonction affine), cos est
continue sur R. Par somme, k est continue sur R.

1
5. Sur |0;4o00], g(x) = — est I'inverse d’une fonction continue qui ne s’annule pas : g est continue sur
10;400[. En O : lir{)l+ g(x) = +00, qui n’est pas un réel, donc g n’a pas de limite finie en 0 (et en
T

particulier pas la limite g(0) = 0). Conclusion : g n’est pas continue en 0.

B6.

1. Vrai. C’est une propriété du cours : si f est dérivable en a, alors f est continue en a.

2. Faux. Contre-exemple : la valeur absolue est continue en 0 mais pas dérivable en 0, car son taux

x
d’accroissement u vaut —1 pour z < 0 et 1 pour z > 0.
x

3. Faux. Le réel 4 n’est pas compris entre f(0) = —2 et f(1) = 3. Contre-exemple : f(z) = bz — 2 est
6
continue sur [0;1], f(0) = =2, f(1) =3, et f(z) =4 donne x = 5 ¢ [0;1].
4. Faux. Le théoréme des valeurs intermédiaires ne dit rien ici. Contre-exemple : f(x) = 2% — 1 est

1
continue, f(—1) = f(1) =1, et f s’annule en +—.
F1) = f(1) =Lt f 7

5. Faux. La stricte croissance ne suffit pas : il faut la continuité. Contre-exemple sur [0;2] : f(z) = x—1
siz <1let f(x) =xsi x> 1. Elle est strictement croissante, f(0) = —1, f(2) = 2, mais f(z) <0
pour z < 1l et f(z) > 1 pour x > 1: f ne s’annule jamais.

6. Vrai. f est continue sur [0;4] et 0 est compris entre f(4) = —1 et f(0) = 3. D’apres le théoreme
des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [0;4] tel que f(c¢) = 0; comme f(0) # 0 et f(4) # 0, on a
cel0;4].

B7.

1. f est dérivable sur R (polynome), donc continue. f’(x) = 322 +2 > 0 : f est strictement croissante
sur [1;2]. De plus f(1) = =2 < 0 < 7 = f(2). D’apres le corollaire du théoréme des valeurs
intermédiaires, I’équation f(z) = 0 admet une unique solution dans [1;2].

2. Méme continuité et méme stricte croissance. Comme f(1) = —2 < 1 < 7 = f(2), le corollaire donne :
Iéquation f(z) = 1 admet une unique solution dans [1;2].

3. g est dérivable sur R, donc continue. ¢’'(z) = —e ™ —1 < 0 : g est strictement décroissante sur [0; 1].
De plus g(0) =1 > 0et g(1) =e ! —1 < 0 car e! < 1. D’aprés le corollaire du théoréme des
valeurs intermédiaires, I’équation g(x) = 0 admet une unique solution a dans [0;1].

Calcul : ¢(0,56) ~ 0,0112 > 0 et g(0,57) ~ —0,0045 < 0. Comme g est strictement décroissante,
9(0,57) < g(a) < ¢(0,56) entraine 0,56 < o < 0,57.

B8. f est continue et strictement monotone sur chacun des intervalles I; =] — co;—1] (croissante,
valeurs dans | — 00;4]), I, = [—1;2] (décroissante, valeurs dans [—2;4]) et I3 = [2;4o00[ (croissante,
valeurs dans [—2; +oo[). D’apres le corollaire, sur chacun de ces intervalles, I’équation f(x) = k admet
une unique solution si k appartient a ’ensemble des valeurs, et aucune sinon.

o k= —3:seulement I; (—3 < —2). Une solution.

e k= —2: une solution dans I; (strictement avant —1 car f(—1) =4), et x = 2 (qui appartient a I,
et I3). Deux solutions.

e k=0:0 est dans les trois ensembles de valeurs; comme f(—1) =4 # 0 et f(2) = —2 # 0, les trois
solutions sont dans | —oo;—1[, ] —1;2[ et |2;4+00], donc distinctes. Trois solutions.
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o k=4:x=—1 (dans I; et I,), et une solution dans I, strictement supérieure a 2. Deux solutions.

o k=15 :seulement I; (5> 4). Une solution.

Bo9.

1. f est continue sur [2;3] (polynome) et f'(z) = 2z > 0 : elle est strictement croissante. f(2) = —3 <
0 < 2 = f(3). D’apres le corollaire du théoréeme des valeurs intermédiaires, 1’équation f(z) = 0
admet une unique solution o dans [2;3]. Comme o =7 et a > 0, a = /7.

2. Tableau (avec f(2) = —3 au départ) :

étape ‘ a ‘ b ‘ b—a ‘ m ‘ f(m) ‘ mise a jour
1 2 3 1 25 | =0,75 | f(m)f(a) >0:a=25
2 25| 3 | 05 | 27505625 | f(m)f(a) <0:b=2,75

fin |25 [275| 0,25 0,25 < 0,3 : arrét

La fonction renvoie (2,5; 2,75), donc 2,5 < /7 < 2,75.

1 1
3. Aprés n étapes, 'amplitude vaut on On veut on < 1073, soit 2" > 1000. Comme 2? = 512 et
210 = 1024, il faut 10 étapes.
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