Terminale spécialité mathématiques Limites de fonctions - Fiche Standard (corrigé)

Corrigé : Limites de fonctions Fiche Standard }

S1.

?(1-1-%) 1—1—-5 1 1
( wlxz)_ z 2 Quand ¥ — +00, — — 0 et — — 0, donc par
2? (1= 3) 1-2 N v

1. Pour x # 0 : f(z) =

somme le numérateur tend vers 1 et le dénominateur vers 1 (non nul). Par quotient : Conclusion :
lim f= lim f = 1. La droite A d’équation y = 1 est asymptote horizontale & € en 400 et en
T—+00 T——00
—00.

2. Onaaz?—1=(x—1)(x+1). En 1. Le numérateur tend vers 1 -1 —6=—-6<0et x+1 — 2> 0.
Siz>1,z—1>0doncz2—1—=0";siz <1, 22—1 — 0. Par quotient : lir%f:—ooet

T—

lim f = 4o0.
T—1"

En —1. Le numérateur tend vers 1 +1—6=—-4<0etx—1— —-2<0.Siz>—-1, 2+ 1> 0 donc
?—1=(x—1)(x+1)<0,etz?—1 =0 ;siz<—-1,z+1<0doncz®—1>0,et 22—1— 0",

Par quotient : lim f=+4ococet lim f = —o0.
z——17F r——1"
Conclusion : les droites d’équations x = 1 et x = —1 sont asymptotes verticales a C.
?—x—6—(*—1) —x—5 —(x+5)

3. Pour tout = # 41 : f(z) — 1= o = 51T 21
4. Le signe de f(x) — 1 se lit dans le tableau de signes suivant.

T —0 —5 -1 1 +00
—(xz +5) + 0 - - -
z? —1 + + 0 - 0 +
flz)—1 + 0 - + -
Conclusion : € est au-dessus de A sur | —oo; —5[ et sur | — 1; 1[; elle est en dessous de A sur
| —5; —1] et sur ]12,5 1050[_ Iglle coupe A uniquement en x = —5, au point de coordonnées (—5; 1)

(en effet f(—5) =1).

24
S2.

1. Quand x — —oo0, —x — 400 donc e ¥ — +0o (composition), puis 1 + 2e~* — +oo. Par quotient,
f(z) = 0. Quand x — 400, e — 0 donc 1+ 2e~* — 1 et, par quotient, f(x) — 6. Conclusion :
la droite y = 0 est asymptote horizontale en —oco et la droite y = 6 est asymptote horizontale en

+00.
6 xr 6 xr

2. O(n multi)plie numérateur et dénominateur par e* > 0: f(x) = . 2ee*xex =% i_ 5 Puis 6—f(z) =

6(e” +2) — 6e” 12

= 0, d 6.
12 em+2> , donc f(x) <
6e”(e” + 2) — 6e” x e 12e”

3. f= % avec u(z) = 6e” et v(z) = e"+2 (v > 0). Alors f'(x) = e(e (—; :_ 2)26 ° - o f2>2 >

0. Conclusion : f est strictement croissante sur R.

6
4. N(0) = f(0) = 3= 2 : le service compte 2 millions d’abonnés au lancement. N est croissante : le

nombre d’abonnés augmente sans cesse. Comme N(t) < 6 et tlir+n N(t) = 6, le nombre d’abonnés
—+00

se rapproche de 6 millions sans jamais I'atteindre : le marché se sature.
5. a) from math import exp

def N(t):
return 6 / (1 + 2 * exp(-t))
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n=20
while N(n) < 5.9:
n=n-+1
print(n)
b) N(t) > 59 < 6—N(t) < 0,1 < mgo,l — e +2>120 < e > 118
e

=
Comme e* ~ 54,6 < 118 et e> ~ 148,4 > 118, on a N(4) < 5,9 et N(5) > 5,9. Conclusion : le
programme affiche 5 (plus petit entier n tel que N(n) > 5,9, N étant croissante).

S3.

1. (z+2)2—-3=a?+4r+4—-3 =22 +4o+1. Ainsi 2’ +42+1 >0 <= (2+2)?>3 < |z +2|>
V3 = 2<-2—V3ouxz>-2+3. Donc f est définie sur D.

4 1
2. Pourx #0: 22 +42 +1 = 22 (1 + -+ —2> Le facteur entre parenthéses tend vers 1 et 22 — +o0
r

en +oo; par produit 22 + 4z + 1 — 4o00. Par composition avec Vo lir+n f= lim f=+cc.
Tr—+00 T——00

3. Soit > —2++/3. Alors +2 > 0 et f(z) > 0, donc f(x) +z +2 > 0. On multiplie par la quantité
conjuguée :
f@)?—(z+2)? 2*+4x+1—(2* +4z+4) -3

fl@) = (x+2) = f@) +z+2 - flx)+a+2 :f($)+37+2.

Quand x — +o0, f(z) = +o0 et x+2 — +00, donc le dénominateur tend vers 400 et, par quotient,
f(z) — (z +2) — 0. Conclusion : la droite d; : y = x + 2 est asymptote oblique en +o0o0. Comme

m <0, C est en dessous de d; (sur [—2 + v/3; +o0]).

4. Soit x < =2 — /3. Alors —z —2 > 0 et f(x) >0, donc f(x) —2 —2 > 0. Comme

(f@)+2+2)(flz) -2 —2) = f(x)? — (x +2)* = =3,

on obtient 3
fla) = (e =2) = f@) o +2 = oy
Quand z — —oo, f(x) — 400 et —z — 2 — +00, donc le dénominateur tend vers +oo et f(x) —
(—x — 2) — 0. Conclusion : la droite d, : y = —x — 2 est asymptote oblique en —oo; € est en
dessous de d,.
5. Pour x € D, -4 —x € D (car |[(—4 —z)+ 2| = [z +2|]) et f(—4—2) = \/(—2—2)2—-3 =
V(x4 2)2 —3 = f(z). Donc € est symétrique par rapport & la droite = —2. La symétrie échange

+00 et —oo et transforme d; en dy (imagede y=x+2:y=(—4—z)+2=—x —2) : la question
4 se déduit de la question 3.

S4.
1. Pour tout ¢t > 0, —1 < cos(2t) < 1 et 5et > 0, donc —be™* < d(t) < 5e t. Comme lim e = 0,

t—+o00
les deux bornes tendent vers 0. D’apres le théoréme des gendarmes, tligrn d(t) = 0.
— T 00

2. from math import exp

n=20
while 5 * exp(-n) >= le-3:
n=n+1
print(n)
Calcul : 5e™™ < 1073 <= e™ > 5000. Comme e® ~ 2981 < 5000 < e ~ 8103, le plus petit entier
convenable est n =9 : le programme affiche 9.
3. Pour tout t > 9, e * < e ? (la fonction ¢ i et est décroissante), donc |d(t)| < e~ < He ™ < 1073.
Conclusion : & partir de ¢t = 9 s, I’écart est inférieur & 1072 cm en valeur absolue.
4. Pour x > 1, sinx > —1 donc 2x +sinz > 2z —1 > 1 > 0 : le dénominateur ne s’annule pas.
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1 _|_ cos T

5. Pour x > 1, on divise numérateur et dénominateur par z > 0 : g(z) = W Pour z > 0,
xT
1 cos T 1 1 sinx 1 L. CcosST sinx
—— < <—et — < < —; par le théoréme des gendarmes, — 0 et — 0. Par
T T T T T T )
somme, le numérateur tend vers 1 et le dénominateur vers 2 ; par quotient, liril g(z) = 5
T—r+00

S5.

1. f est dérivable sur R et f'(x) = ae ™ — (ax +b)e ™ = (a — b — ax)e ™.

2. A € € donne f(0) = b = 3. La tangente horizontale en 2 donne f/(2) = 0, soit (a — b — 2a)e 2 =
(—a—b)e™? = 0,donc a = —b = —3. Conclusion : a = —3,b = 3 et f(r) = (3—3z)e ® = 3(1—x)e ~.

3. En +oo. f(r) =3e*—3ze ™. Onae ¥ — 0 et, par croissances comparées, xe * — 0. Par somme,
f(z) = 0. En —oc0. 3(1 — ) — +00 et e * — +o00; par produit, f(z) — +00. Conclusion : I'axe
des abscisses (y = 0) est asymptote horizontale a € en +oo.

4. Aveca=-3etb=3: f'(z)=(—3—-3+3z)e® = 3(x — 2)e *, du signe de z — 2 car e * > 0. De
plus f(2) = 3(1 —2)e 2 = —3e~2.

x —00 2 —+00
f(z) - 0 +
+00 0
f(@) T~ _—
—3e2

5. f(r) —0=3(1 —z)e™™ est du signe de 1 — z. Conclusion : € est au-dessus de I'asymptote pour
x < 1, en dessous pour x > 1, et la coupe au point (1; 0).

S6.

50
1. Quand ¢ — 07, 2¢ +3 — 3 et — — +o00; par somme lim C(q) = +oo. Quand ¢ — +o0,
q

q—0t

50

2¢+ 3 — 400 et — — 0; par somme liin C(q) = +oo. Interprétation : pour une tres faible

q—-+o0o

production, les frais fixes sont répartis sur tres peu d’objets et le coiit moyen devient treés grand.

50 50
2. C(q) — (2¢+ 3) = —, qui tend vers 0 en 400 : la droite d est asymptote oblique. Comme — > 0,

q q

la courbe est au—dessu2s de d.
) 50 2¢2—50 2(¢—5)(g+5)
3.C(q):2—?: 7 = .
signe de ¢ — 5. Ainsi C(5) = 10 + 3+ 10 = 23.

. Pour ¢ > 0,2(g+5) >0et ¢>>0:C'(q) est du

q 0 5 +o00
C'(q) - 0 +

+00 400
C(CI) \ /
23

4. Conclusion : le colit moyen est minimal pour ¢ = 5, soit 500 objets, et vaut 23 euros.
5. Pour ¢ > 0:C(q) <25 < 2¢*°+3¢+50<25q < 2¢>°—22¢+50<0 < ¢>—11¢+25<0. Le
11—+/21 11+v21

discriminant vaut 121 — 100 = 21 > 0; les racines sont ¢; = — 5 ~ 3,21 et gy =

7,79, toutes deux strictement positives. Conclusion : C(q) < 25 < ¢ € [q;; gs], soit une
production d’environ 321 a 779 objets.
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S7.

S8.

1.

S9.

. Pourx #£2: f ,(x)

h 0
. Par définition du nombre dérivé en O : ]llin(l] =1,
—
e?r —1 e?” —1 el —1
. Pour z # 0 : =2x . Quand x — 0, h = 2z — 0 avec h # 0, donc 1
x x
(composition). Par produit, la limite vaut 2.
e3z _ 1 e32—1 e3 _ 1 e3Z _
. Pour z # 0, ¢” # 1 et — = =1 Comme a la question 2, =3 x 3 — 3, et
e% — x
€T
-1
© — 1 # 0. Par quotient, la limite vaut 3.
1 eX —
Quand 7 — +o00, X = — = 0" et x (el/‘” — 1) = — 1. La limite vaut 1.
x
T—e 1 r—1 1 -1
. Pourx #0: e 2 X ¢ + = X ¢ . Le premier quotient tend vers 1; le second aussi
2z 2 x 2 —z )
(avec h = —z — 0). Par somme, la limite vaut 5 + 5= 1.
lim f =2 : asymptote horizontale y = 2 (en —o0). ligl f = —3 : asymptote horizontale y = —3
T——00 T—+00
(en +00). lim f = lim f = 400 : asymptote verticale z = 1.
z—1- r—1+
a) f(r) »2en —occete? »e?quandy — 2:limg=¢e Enl- eten 1", f(z) = +ooete¥ — +o0:
—0o0
1ir111 g= 111111 g = +00. En +o0, f(z) — —3 donc limg = e 3 (composition dans chaque cas).
r—1" =1+t o0
b) Sur |—o0; 1], f est strictement croissante de limite 2 en —oo, donc f(z) > 2 et f(z)—2 > 0. En
—00, f(x)—2 — 07 donc, par quotient, lim h = 4oc. En1~, f(z)—2 — 400 donc lir{l h =0.
T——00 rx—1—
1 1
c) En 0", - - +oo et f(y) - —3 quand y — 400 : li%l k=-3.En0, — - —ccet f(y) —» 2
T z—0* T
quand y — —o0 : ling k = 2 (composition).
T—U™
n a — 0 donc u,, — 1, avec u,, > 1 pour tout n : u, — 17. Comme lim f = +oo,
n+1 z—1+
f(u,,) — +00. De méme v, =n — +o0 et liria f=-3, donc f(v,,) — —3.
T—+00
m+ 1 . . .
. Pourxz #0: f, () = 1 & — m en +o00 (quotient, dénominateur de limite 1). Conclusion : la
xX

droite y = m est asymptote horizontale a C,,, en +00 et en —oo.
mz+4—m(x—2) 2m+4
_ 2rx+4 2z -—2)
N — =2
verticale. C_, est la droite d’équation y = —2 privée du point (2; —2).
Quand z — 2, mx+4 — 2m+4 #+ 0, du signe de m+2. Sim > —2: 2m+4 > 0, donc 111(51+ f = +00
T—r

= —2. La limite en 2 est —2 (finie) : pas d’asymptote

(dénominateur — 07) et lian fn = —00. Sim < =2 :2m+4 < 0, donc 111](21+ fn = —00 et
T—2~ T—
lim f,, = +oo. Conclusion : dans les deux cas, la droite z = 2 est asymptote verticale a C,,,.

2(m+ 2 ) ) .
fon(x)—m = (2) ne s’annule jamais pour m # —2 : €,, ne coupe pas son asymptote horizontale.
x —

Sim > —2, €, est au-dessus de 'asymptote pour x > 2 et en dessous pour x < 2. Si m < —2, c’est
I'inverse : en dessous pour x > 2 et au-dessus pour = < 2.

S10.

1.

fi(z) VT 1

a) = — = — — 0 : branche parabolique de direction ’axe des abscisses.

x x N
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b) fa(@) =z — +0o0 : branche parabolique de direction I'axe des ordonnées.
x

x e”
c) Jslx) = — — +o00 (croissances comparées) : branche parabolique de direction 'axe des
T
ordonnées.
x
x
parabolique de direction la droite y = x.

5 (@) L e _ o 1es .
=2——4+— =2, et fo(r) —2x =—14+e* — —1: la droite d’équation y = 2z — 1 est
r  x

1
=14+——>1,et fy(r) — 2 =/ — +00 : la droite y = = n’est pas asymptote ; branche
T

e)

x
asymptote oblique.

b
2. On écrit f(z) = ar+b+e(x) avec e(z) = f(xz) — (ax+b) — 0. Pour z > 0 : @) = a—i———i—@ —
x x x
a+0+0=a.
3. Non. Pour f4, fa@) — 1 mais la droite y = = n’est pas asymptote, car f,(z) —x = \/z — +oo.
x

est une condition nécessaire, non suffisante, pour I'existence d’une

Conclusion : la limite de

f(z)

asymptote oblique.
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