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Fiche 3 : comparaison et croissances comparées

Huit exercices sur les outils qui prennent le relais quand le calcul direct échoue : encadrer, comparer,
utiliser les croissances comparées de 1'exponentielle. Dans les corrections, « en +o00 » signifie « quand

T — 400 ».

Toutes les corrections sont rédigées comme on 1'attend au bac : inégalité écrite avec son

domaine de validité, théoreme nommé, conclusion.

Quel outil choisir 7

® sinz, cosz ou (—1)" dans l'expression : encadre-le entre —1 et 1.

® Limite +00 : minore par une fonction simple qui tend vers +o0.

e Limite —oo : majore par une fonction qui tend vers —oo.

e Limite finie : encadre par deux fonctions de méme limite (gendarmes).

® Produit z"e® ou z"e * : croissances comparées.

Les pieges classiques

e Majorer pour prouver +00 (ga ne sert a rien).
® Diviser un encadrement par une quantité sans connaitre son signe.

® Kcrire « sinz — 0 en +00 » : la fonction sinus n'a pas de limite en 400, elle oscille
indéfiniment.

x

® Kcrire « ze ® = oo x 0 = 0 » sans citer les croissances comparées.

L'exponentielle gagne toujours contre une puissance : elle n'a jamais perdu un match.

Exercice 1 (%) : comparaison en +o0o et —oo

Déterminer les limites :
1. f(z) =z +sinz en +00

2. g(x) = 2® — cosz en +o0

—x + cosx en +00

3. h(z)
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Exercice 2 (%) : le théoréme des gendarmes

Déterminer les limites en 400 :
sin x
1. f(z) =
T
T+ cosx
2. g(x) = TL%T
T
2z +sinz
3. h = —
(z) —

Exercice 3 (%% %) : gendarmes en un réel

1

1. Déterminer lim z sin —.
z—0 x

2. Déterminer lim z2 cos —.

z—0 T
sin

3. Déterminer lim
r—+00

Exercice 4 (%) : croissances comparées

Déterminer les limites :

1. 22 % en 400
e.’l)

2. — en +00
T

3. ze® en —00

4. e* — x2 en 400

T

5, ——— en +
e® + x2

6. (z° — 5z)e ¥ en +oo

Exercice 5 (% %) : exponentielle et sinus

Déterminer en +oo :

1. f(z) = e “sinz

cos T

2. g(z) = 21
Tsinx
3. h = —
(z) 1

Licence CC BY-NC-SA 4.0 - Antoine Boutin - plusquunprof.com



Fiche 3 : comparaison et croissances comparées

Exercice 6 (%) : racines et conjuguée

Déterminer lim (:1: —\/z? —1:).
T—+00

Exercice 7 (%) : de la fonction aux suites

1. Déterminer la limite de la suite u,, = n2e ™.
n
2. Déterminer la limite de la suite v, = —.
n
3 1 1
3. Soit f(x) = m;—2 . Déterminer lim f(n) et lim f <—> quand n — +o00.
93 n

Exercice 8 (%% %) : vrai ou faux

Justifier chaque réponse (preuve ou contre-exemple) :

=

. Si lir+n f(z) = +o0, alors f est croissante au voisinage de +oo0.
T—+00

2.Si lim f(z) =0 et si g est bornée, alors lim f(z)g(x) = 0.

T—+00 T—+00

w

. Silim f = +o00 et lim g = —o0, alors lim(f + g) = 0.

5. La courbe d'une fonction ne peut jamais couper son asymptote horizontale.

(=]

. Si lim f(z) = +oo et lim f(z) = 3, alors ¢ = a est une asymptote verticale.
rz—at T—a~

Ce qui peut tomber au bac

e Une limite avec cos ou sin a encadrer (exercices 1, 2, 5).

® Une limite avec 2"e® ou z"e * dans une étude de fonction (exercice 4).
¢ Une forme indéterminée a racine (exercice 6).

e Un vrai/faux sur les pieges des limites (exercice 8).

¢ Un lien fonction/suite (exercice 7).

QCM : une seule bonne réponse par question

1. Quelle est la limite de xe™™ quand * — +o00 7

A0
B. +o0
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4. Si f a une asymptote horizontale en +o00, alors f est bornée au voisinage de +oo.
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C. 1
D. —0
€T
2. Quelle est la limite de 6—2 quand £ — +o0 ?
x

A0
B. 400
C.e
D.1

3. Quelle est la limite de & + cosx quand z — +o00 7

A. +oo
B.0
C. 1

D. La limite n'existe pas

4. Quelle est la limite de z?e* quand £ — —oo ?

A0
B. +c0
C. —o0

D. 1
5. 51 g(z) < f(x) < h(z) et si g et h tendent vers ¢, alors :

A. f n'a pas de limite
B. f tend vers g(0)
C. f tend vers /£

D. f tend vers 0

9 .
6. Dans 1'exercice 2, quelle est la limite en 400 de h(z) = %
A0

B. +o0

C.1

D.2

T

?

7. Dans 1'exercice 4, quelle est la limite en +o0o de
er + x2

A1l
B. 4+

C.0

Dl
"2

8. Dans 1'exercice 6, quelle est la limite en +oo de  — vx2 —x 7

Licence CC BY-NC-SA 4.0 - Antoine Boutin - plusquunprof.com



Fiche 3 : comparaison et croissances comparées

S aw >
+
8

9. Dans l'exercice 7, quelle est la limite de la suite v, = — ?
n

A1l
B.0
C.e
D. +o0

10. Dans 1'exercice 8, l'affirmation « si lim f(z) = 400, alors f est croissante au voisinage de +00 »
T—>+00

est :

. vraie, c'est le théoréme de comparaison
. vraie seulement si f est un polynéme

. vraie seulement si f est continue

O o w »

. fausse (contre-exemple : f(z) = z + sinz)
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