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Orthogonalité et distances dans l’espace Fiche Standard
Nom : Date :

Sauf mention contraire, l’espace est muni d’un repère orthonormé (𝑂 ; ⃗𝚤, ⃗𝚥, 𝑘⃗).

Exercice S1 : Un tétraèdre et son plan de face
On considère les points 𝐴(4 ; 0 ; 0), 𝐵(0 ; 4 ; 0), 𝐶(0 ; 0 ; 2).
1. Montrer que 𝑛⃗(1 ; 1 ; 2) est normal au plan (𝐴𝐵𝐶), puis déterminer une équation cartésienne de ce

plan.
2. Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal 𝐻 de 𝑂 sur le plan (𝐴𝐵𝐶), puis calculer la

distance 𝑂𝐻.
3. Calculer le volume du tétraèdre 𝑂𝐴𝐵𝐶 en prenant pour base le triangle 𝑂𝐴𝐵.
4. a) Calculer ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐶, puis cos 𝐵𝐴𝐶 et sin 𝐵𝐴𝐶 (on rappelle que sin 𝐵𝐴𝐶 > 0).

b) En déduire l’aire du triangle 𝐴𝐵𝐶.
c) Retrouver cette aire à l’aide du volume de la question 3 et de la distance 𝑂𝐻.

Exercice S2 : Une famille de plans
On note 𝒫 le plan d’équation 2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 4 = 0. Pour tout réel 𝑚, on note 𝒬𝑚 l’ensemble des points
𝑀(𝑥 ; 𝑦 ; 𝑧) tels que 𝑚𝑥 − 𝑦 + 𝑧 + 𝑚 = 0.
1. Justifier que, pour tout réel 𝑚, 𝒬𝑚 est un plan et donner un vecteur normal.
2. Déterminer 𝑚 pour que 𝒬𝑚 soit perpendiculaire à 𝒫.
3. Déterminer 𝑚 pour que 𝒬𝑚 soit parallèle à 𝒫. Les plans sont-ils confondus ? Calculer la distance

entre ces deux plans.
4. Pour 𝑚 = −1, déterminer une représentation paramétrique de la droite 𝒫 ∩ 𝒬−1.
5. Soit Δ la droite de représentation paramétrique 𝑥 = −1, 𝑦 = 𝑡, 𝑧 = 𝑡 (𝑡 ∈ ℝ).

a) Montrer que Δ est contenue dans 𝒬𝑚 pour tout réel 𝑚.
b) La droite Δ coupe-t-elle 𝒫 ?

Exercice S3 : Un pavé droit
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻 est un pavé droit tel que 𝐴𝐵𝐶𝐷 est un carré de côté 2 et 𝐴𝐸 = 1 ([𝐴𝐸], [𝐵𝐹 ], [𝐶𝐺],
[𝐷𝐻] sont les arêtes verticales). On munit l’espace du repère orthonormé (𝐴 ; ⃗𝚤, ⃗𝚥, 𝑘⃗) avec ⃗𝚤 = 1

2
⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵,

⃗𝚥 = 1
2

⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝐷, 𝑘⃗ = ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐸.
1. Donner les coordonnées des huit sommets du pavé.
2. Montrer que 𝐴𝐺 = 𝐵𝐻 = 3, puis calculer le cosinus de l’angle ̂( ⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐺, ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐻) et donner une valeur

approchée de cet angle en degrés, à 0,1 degré près.
3. Montrer que 𝑛⃗(1 ; 1 ; −2) est normal au plan (𝐵𝐷𝐺), puis déterminer une équation de ce plan.
4. La droite (𝐸𝐶) est-elle orthogonale au plan (𝐵𝐷𝐺) ? Déterminer les coordonnées de son point

d’intersection 𝐾 avec ce plan.
5. a) Calculer le volume du tétraèdre 𝐴𝐵𝐷𝐺 en prenant pour base le triangle 𝐴𝐵𝐷.

b) Calculer 𝐵𝐷, 𝐵𝐺, 𝐷𝐺, puis l’aire du triangle 𝐵𝐷𝐺 (on pourra utiliser le milieu de [𝐵𝐷]).
c) En déduire la distance du point 𝐴 au plan (𝐵𝐷𝐺), puis la retrouver avec la formule du cours.

Exercice S4 : Point d’une droite le plus proche d’un point donné
On considère la droite 𝑑 passant par 𝐴(1 ; 2 ; −1) et de vecteur directeur 𝑢⃗(2 ; −1 ; 2), et le point
𝑀(4 ; 5 ; −1). Pour tout réel 𝑡, on note 𝑁𝑡 le point de 𝑑 défini par ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ ⃗𝐴𝑁𝑡 = 𝑡𝑢⃗.
1. Calculer ‖𝑢⃗‖ et ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝑀 ⋅ 𝑢⃗.
2. Montrer que 𝑀𝑁2

𝑡 = 9𝑡2 − 6𝑡 + 18, puis que 𝑀𝑁2
𝑡 = 9 (𝑡 − 1

3)2 + 17.
3. En déduire que la distance de 𝑀 à 𝑑 vaut

√
17, et préciser la valeur de 𝑡 pour laquelle elle est

atteinte.
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4. Soit 𝐻 = 𝑁1/3. Donner ses coordonnées et vérifier que ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑀𝐻 ⋅ 𝑢⃗ = 0. Que représente 𝐻 pour 𝑀 ?

Exercice S5 : Points équidistants et plans médiateurs
On considère les points 𝐴(1 ; 2 ; 0), 𝐵(3 ; 0 ; 2), 𝐶(1 ; 0 ; −2) et 𝐷(3 ; 4 ; 0).
1. Montrer que les points 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 ne sont pas coplanaires (on pourra montrer que ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝐷 n’est pas

une combinaison linéaire de ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 et ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐶).
2. Déterminer une équation cartésienne du plan médiateur 𝒫1 de [𝐴𝐵], puis de 𝒫2 de [𝐴𝐶], puis de

𝒫3 de [𝐴𝐷].
3. Montrer que 𝒫1 ∩𝒫2 est la droite de représentation paramétrique 𝑥 = 2+2𝑠, 𝑦 = 𝑠, 𝑧 = −𝑠 (𝑠 ∈ ℝ).
4. En déduire qu’il existe un unique point Ω équidistant de 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷. Donner ses coordonnées et la

valeur commune Ω𝐴.

Exercice S6 : Python : droite et plan
Le programme suivant étudie l’intersection de la droite passant par 𝐴 et de vecteur directeur 𝑢 avec le
plan d’équation 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0.

from math import sqrt

def etude(A, u, a, b, c, d):
num = a*A[0] + b*A[1] + c*A[2] + d
den = a*u[0] + b*u[1] + c*u[2]
if den != 0:

t = -num/den
return "secante", (A[0]+t*u[0], A[1]+t*u[1], A[2]+t*u[2])

elif num == 0:
return "incluse", None

else:
return "parallele", None

def distance_plan(M, a, b, c, d):
return abs(a*M[0] + b*M[1] + c*M[2] + d) / sqrt(a*a + b*b + c*c)

1. Pour le point 𝑀 = 𝐴 + 𝑡𝑢⃗, exprimer l’équation du plan en fonction de num, den et 𝑡. En déduire le
rôle de chacune des trois branches du programme.

2. Calculer à la main le résultat de etude((1,0,2),(2,1,-1),1,2,3,-5), puis vérifier que le point
obtenu appartient au plan.

3. Quels sont les résultats des deux appels suivants ? Justifier par le calcul.

etude((1,2,0), (2,-1,0), 1, 2, 3, -5)
etude((0,0,0), (3,0,-1), 1, 2, 3, -5)

4. Calculer la valeur exacte, puis une valeur approchée à 10−3 près, de l’appel
distance_plan((1,0,2), 1, 2, 3, -5). Que renverrait cette fonction avec le point d’intersection
trouvé à la question 2 ?

Exercice S7 : Une pyramide régulière
On considère les points 𝐴(2 ; 0 ; 0), 𝐵(0 ; 2 ; 0), 𝐶(−2 ; 0 ; 0), 𝐷(0 ; −2 ; 0) et 𝑆(0 ; 0 ; 2).
1. Montrer que 𝐴𝐵𝐶𝐷 est un carré de centre 𝑂, et que 𝑆𝐴 = 𝑆𝐵 = 𝑆𝐶 = 𝑆𝐷 = 𝐴𝐵. Que peut-on

dire des faces latérales ?
2. Montrer que 𝑛⃗(1 ; 1 ; 1) est normal au plan (𝑆𝐴𝐵) et en déduire une équation de ce plan.
3. Calculer la distance de 𝑂 au plan (𝑆𝐴𝐵). Calculer l’aire du triangle 𝑆𝐴𝐵.
4. En déduire le volume du tétraèdre 𝑂𝑆𝐴𝐵, puis le retrouver avec une autre base. Quel est le volume

de la pyramide 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 ?
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5. Déterminer le projeté orthogonal 𝐻 du point 𝐶 sur le plan (𝑆𝐴𝐵) et la distance 𝐶𝐻.

Exercice S8 : Le plus court chemin avec un rebond
Soit 𝒫 le plan d’équation 𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 + 3 = 0. On donne 𝑀(0 ; 2 ; −1) et 𝐵(−4 ; 2 ; −3).
1. Calculer 𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 + 3 pour 𝑀 et pour 𝐵. Que peut-on en conclure sur la position de 𝑀 et 𝐵 par

rapport au plan ?
2. Déterminer le projeté orthogonal 𝐻 de 𝑀 sur 𝒫, puis le point 𝑀 ′ symétrique de 𝑀 par rapport à

𝒫 (c’est-à-dire tel que 𝐻 soit le milieu de [𝑀𝑀 ′]).
3. Montrer que, pour tout point 𝑁 de 𝒫, 𝑁𝑀 = 𝑁𝑀 ′.
4. Déterminer le point 𝐼 où la droite (𝑀 ′𝐵) coupe 𝒫.
5. Montrer que, pour tout point 𝑁 de 𝒫, 𝑁𝑀 + 𝑁𝐵 ⩾ 𝑀 ′𝐵, avec égalité pour 𝑁 = 𝐼 . Calculer la

valeur minimale de 𝑁𝑀 + 𝑁𝐵.

Exercice S9 : Un ensemble de points et un plan
On donne 𝐴(1 ; 2 ; 3) et 𝐵(3 ; 0 ; 1). On note Ω le milieu de [𝐴𝐵] et ℰ l’ensemble des points 𝑀 tels que
⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑀𝐴 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑀𝐵 = 0.
1. Pour 𝑀(𝑥 ; 𝑦 ; 𝑧), montrer que ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑀𝐴 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑀𝐵 = (𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 1)2 + (𝑧 − 2)2 − 3.
2. En déduire que ℰ est l’ensemble des points 𝑀 tels que Ω𝑀 =

√
3.

3. Soit 𝒫 le plan d’équation 2𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 − 4 = 0. Calculer la distance de Ω à 𝒫 et déterminer le projeté
orthogonal 𝐻 de Ω sur 𝒫.

4. Soit 𝑀 un point de 𝒫. Exprimer Ω𝑀2 en fonction de 𝐻𝑀2. En déduire que ℰ ∩ 𝒫 est le cercle de
𝒫 de centre 𝐻 et de rayon

√
2.
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