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Corrigé : Orthogonalité et distances dans l’espace Fiche Standard

S1.
1. ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵(−4 ; 4 ; 0) et ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐶(−4 ; 0 ; 2) ne sont pas colinéaires (la deuxième coordonnée de ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐶 est nulle, pas

celle de ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵). De plus

𝑛⃗ ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 = −4 + 4 + 0 = 0, 𝑛⃗ ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐶 = −4 + 0 + 4 = 0.

Le vecteur 𝑛⃗ est orthogonal à deux vecteurs non colinéaires du plan (𝐴𝐵𝐶) : il est normal à ce plan.
Une équation est 𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 + 𝑑 = 0, et 𝐴 ∈ (𝐴𝐵𝐶) donne 4 + 𝑑 = 0.
Conclusion : (𝐴𝐵𝐶) ∶ 𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 − 4 = 0. Vérification : 𝐵 : 4 − 4 = 0 ; 𝐶 : 4 − 4 = 0.

2. 𝐻 = 𝑂 + 𝑘𝑛⃗ = (𝑘 ; 𝑘 ; 2𝑘). Comme 𝐻 ∈ (𝐴𝐵𝐶) : 𝑘 + 𝑘 + 4𝑘 − 4 = 0, soit 𝑘 = 2
3 .

Conclusion : 𝐻 (2
3 ; 2

3 ; 4
3) et 𝑂𝐻 = |𝑘| ‖𝑛⃗‖ = 2

3
√

6 = 2
√

6
3 .

Contrôle avec la formule : | − 4|√
6 = 4√

6 = 2
√

6
3 .

3. Le triangle 𝑂𝐴𝐵 est rectangle en 𝑂 d’aire 1
2 × 4 × 4 = 8. La droite (𝑂𝐶) est orthogonale au plan

(𝑂𝐴𝐵) (axe (𝑂𝑧) et plan (𝑂𝑥𝑦)), donc la hauteur issue de 𝐶 est 𝑂𝐶 = 2.
Conclusion : 𝑉 = 1

3 × 8 × 2 = 16
3 .

4. a) ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐶 = 16 + 0 + 0 = 16, 𝐴𝐵 =
√

32 = 4
√

2, 𝐴𝐶 =
√

20 = 2
√

5. Donc

cos 𝐵𝐴𝐶 = 16
4
√

2 × 2
√

5
= 16

8
√

10 = 2√
10, cos2 𝐵𝐴𝐶 = 4

10 = 2
5.

Comme sin2 + cos2 = 1 et sin 𝐵𝐴𝐶 > 0 : sin 𝐵𝐴𝐶 = √3
5 .

b) L’aire est 1
2 𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 × sin 𝐵𝐴𝐶 = 1

2 × 4
√

2 × 2
√

5 × √3
5 = 4

√
10 × √3

5 = 4
√

6.

c) Le volume vaut aussi 1
3 × 𝒜(𝐴𝐵𝐶) × 𝑂𝐻, donc

𝒜(𝐴𝐵𝐶) = 3𝑉
𝑂𝐻 = 16

2
√

6
3

= 24√
6 = 4

√
6.

Conclusion : 𝒜(𝐴𝐵𝐶) = 4
√

6, valeur obtenue de deux façons.

S2.
1. Le triplet (𝑚 ; −1 ; 1) n’est jamais nul (sa deuxième coordonnée vaut −1) : 𝒬𝑚 est un plan, de vecteur

normal 𝑛⃗𝑚(𝑚 ; −1 ; 1).
2. 𝒫 a pour vecteur normal 𝑛⃗(2 ; −1 ; 1). Les plans sont perpendiculaires si et seulement si 𝑛⃗ ⋅ 𝑛⃗𝑚 = 0,

soit 2𝑚 + 1 + 1 = 0.
Conclusion : 𝑚 = −1.

3. Les plans sont parallèles si et seulement si 𝑛⃗𝑚 = 𝜆𝑛⃗. La deuxième coordonnée donne −1 = −𝜆, donc
𝜆 = 1 et 𝑚 = 2 (la troisième coordonnée 1 = 𝜆 est cohérente).
Pour 𝑚 = 2 : 𝒬2 ∶ 2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 + 2 = 0. Le point (2 ; 0 ; 0) appartient à 𝒫 (4 − 4 = 0) mais pas à 𝒬2
(4 + 2 = 6 ≠ 0) : les plans ne sont pas confondus.
Conclusion : 𝒬2 et 𝒫 sont strictement parallèles, à la distance 𝑑 ((2 ; 0 ; 0), 𝒬2) = 6√

6 =
√

6.

4. 𝒬−1 ∶ −𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 1 = 0. Le système 2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 4, −𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 1 donne, par soustraction,
3𝑥 = 3, donc 𝑥 = 1, puis 𝑧 = 𝑦 + 2. En prenant 𝑦 = 𝑡 :
Conclusion : 𝑥 = 1, 𝑦 = 𝑡, 𝑧 = 𝑡 + 2 (𝑡 ∈ ℝ). Vérification dans 𝒫 : 2 − 𝑡 + 𝑡 + 2 − 4 = 0.

5. a) Pour 𝑀(−1 ; 𝑡 ; 𝑡) : 𝑚 × (−1) − 𝑡 + 𝑡 + 𝑚 = 0 pour tout 𝑚 et tout 𝑡. Donc Δ ⊂ 𝒬𝑚.
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b) Dans l’équation de 𝒫 : −2 − 𝑡 + 𝑡 − 4 = −6 ≠ 0 pour tout 𝑡. Donc Δ ne coupe pas 𝒫 : elle lui
est strictement parallèle (son vecteur directeur (0 ; 1 ; 1) est orthogonal à 𝑛⃗ : 0 − 1 + 1 = 0).

S3.
1. 𝐴(0 ; 0 ; 0), 𝐵(2 ; 0 ; 0), 𝐶(2 ; 2 ; 0), 𝐷(0 ; 2 ; 0), 𝐸(0 ; 0 ; 1), 𝐹(2 ; 0 ; 1), 𝐺(2 ; 2 ; 1), 𝐻(0 ; 2 ; 1).
2. ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐺(2 ; 2 ; 1) et ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐻(−2 ; 2 ; 1) : 𝐴𝐺 = 𝐵𝐻 = √4 + 4 + 1 = 3. ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐺 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐻 = −4 + 4 + 1 = 1, donc

cos ̂( ⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐺, ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐻) = 1
3 × 3 = 1

9.

Conclusion : l’angle vaut arccos 1
9 ≈ 83,6∘.

3. ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝐷(−2 ; 2 ; 0) et ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝐺(0 ; 2 ; 1) ne sont pas colinéaires. 𝑛⃗⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝐷 = −2+2+0 = 0 et 𝑛⃗⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝐺 = 0+2−2 = 0 :
𝑛⃗ est normal à (𝐵𝐷𝐺). Une équation est 𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 + 𝑑 = 0 et 𝐵 ∈ (𝐵𝐷𝐺) donne 2 + 𝑑 = 0.
Conclusion : (𝐵𝐷𝐺) ∶ 𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 − 2 = 0. Vérification : 𝐷 : 2 − 2 = 0 ; 𝐺 : 2 + 2 − 2 − 2 = 0.

4. ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐸𝐶(2 ; 2 ; −1). Si ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐸𝐶 = 𝜆𝑛⃗, alors 𝜆 = 2 par la première coordonnée, mais −1 ≠ −4 : ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐸𝐶 et 𝑛⃗ ne
sont pas colinéaires. Donc (𝐸𝐶) n’est pas orthogonale à (𝐵𝐷𝐺).
Représentation de (𝐸𝐶) : 𝑥 = 2𝑡, 𝑦 = 2𝑡, 𝑧 = 1−𝑡. Dans l’équation du plan : 2𝑡+2𝑡−2(1−𝑡)−2 =
6𝑡 − 4 = 0, donc 𝑡 = 2

3 .

Conclusion : 𝐾 (4
3 ; 4

3 ; 1
3). Vérification : 4

3 + 4
3 − 2

3 − 2 = 0.

5. a) Le triangle 𝐴𝐵𝐷 est rectangle en 𝐴 d’aire 1
2 ×2×2 = 2. La droite (𝐶𝐺) est orthogonale au plan

(𝐴𝐵𝐷) et 𝐶 appartient à ce plan : la hauteur issue de 𝐺 est 𝐶𝐺 = 1. Donc 𝑉 = 1
3 × 2 × 1 = 2

3 .

b) 𝐵𝐷 =
√

8 = 2
√

2, 𝐵𝐺 = √0 + 4 + 1 =
√

5, 𝐷𝐺 = √4 + 0 + 1 =
√

5 : le triangle 𝐵𝐷𝐺 est
isocèle en 𝐺. Le milieu de [𝐵𝐷] est 𝐼(1 ; 1 ; 0) et 𝐺𝐼 = √1 + 1 + 1 =

√
3. La médiane [𝐺𝐼] est

une hauteur, donc l’aire vaut 1
2 × 2

√
2 ×

√
3 =

√
6.

c) Le volume vaut aussi 1
3 × 𝒜(𝐵𝐷𝐺) × 𝑑(𝐴, (𝐵𝐷𝐺)), d’où

𝑑(𝐴, (𝐵𝐷𝐺)) = 3𝑉
𝒜(𝐵𝐷𝐺) = 2√

6 =
√

6
3 .

Avec la formule du cours : |0 + 0 − 0 − 2|√1 + 1 + 4 = 2√
6 =

√
6

3 .

Conclusion : 𝑑(𝐴, (𝐵𝐷𝐺)) =
√

6
3 ≈ 0,82.

S4.
1. ‖𝑢⃗‖ = √4 + 1 + 4 = 3. ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝑀(3 ; 3 ; 0), donc ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝑀 ⋅ 𝑢⃗ = 6 − 3 + 0 = 3 et 𝐴𝑀2 = 18.
2. ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑁𝑡𝑀 = ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝑀 − 𝑡𝑢⃗, donc

𝑀𝑁2
𝑡 = ‖ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝑀 − 𝑡𝑢⃗‖2 = 𝐴𝑀2 − 2𝑡 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝑀 ⋅ 𝑢⃗ + 𝑡2‖𝑢⃗‖2 = 18 − 6𝑡 + 9𝑡2.

Or 9 (𝑡 − 1
3)2 + 17 = 9𝑡2 − 6𝑡 + 1 + 17 = 9𝑡2 − 6𝑡 + 18.

3. Pour tout 𝑡, 𝑀𝑁2
𝑡 ⩾ 17, avec égalité si et seulement si 𝑡 = 1

3 .

Conclusion : la distance de 𝑀 à 𝑑 est
√

17, atteinte pour 𝑡 = 1
3 .

4. 𝐻 (1 + 2
3 ; 2 − 1

3 ; −1 + 2
3) = (5

3 ; 5
3 ; −1

3). ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑀𝐻 (−7
3 ; −10

3 ; 2
3) et ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑀𝐻 ⋅ 𝑢⃗ = −14

3 + 10
3 + 4

3 = 0. De

plus 𝑀𝐻2 = 49 + 100 + 4
9 = 17.

Conclusion : 𝐻 est le projeté orthogonal de 𝑀 sur 𝑑, et 𝑀𝐻 =
√

17.

S5.
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1. ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵(2 ; −2 ; 2), ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐶(0 ; −2 ; −2), ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝐷(2 ; 2 ; 0). Les vecteurs ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 et ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐶 ne sont pas colinéaires.
Supposons ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝐷 = 𝛼 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 + 𝛽⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐶. La première coordonnée donne 2 = 2𝛼, donc 𝛼 = 1 ; la deuxième
donne 2 = −2 − 2𝛽, donc 𝛽 = −2 ; la troisième donne alors 0 = 2𝛼 − 2𝛽 = 6, ce qui est impossible.
Conclusion : 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 ne sont pas coplanaires.

2. Le plan médiateur de [𝐴𝐵] passe par le milieu (2 ; 1 ; 1) et a pour vecteur normal ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵, colinéaire à
(1 ; −1 ; 1) : 𝑥 − 𝑦 + 𝑧 + 𝑑 = 0 avec 2 − 1 + 1 + 𝑑 = 0.
𝒫1 ∶ 𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 2 = 0.
Milieu de [𝐴𝐶] : (1 ; 1 ; −1), normal (0 ; 1 ; 1) : 𝑦 + 𝑧 + 𝑑 = 0 avec 1 − 1 + 𝑑 = 0. 𝒫2 ∶ 𝑦 + 𝑧 = 0.
Milieu de [𝐴𝐷] : (2 ; 3 ; 0), normal (1 ; 1 ; 0) : 𝑥 + 𝑦 + 𝑑 = 0 avec 5 + 𝑑 = 0. 𝒫3 ∶ 𝑥 + 𝑦 − 5 = 0.

3. Les vecteurs normaux (1 ; −1 ; 1) et (0 ; 1 ; 1) ne sont pas colinéaires : 𝒫1 ∩ 𝒫2 est une droite. Pour
tout 𝑠, le point (2 + 2𝑠 ; 𝑠 ; −𝑠) vérifie (2 + 2𝑠) − 𝑠 − 𝑠 − 2 = 0 et 𝑠 + (−𝑠) = 0 : il appartient aux
deux plans. Les points donnés décrivent une droite incluse dans l’intersection, qui est elle-même une
droite : elles sont égales.

4. 𝑀𝐴 = 𝑀𝐵 ⟺ 𝑀 ∈ 𝒫1, et de même pour 𝒫2 et 𝒫3. Un point est équidistant de 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 si et
seulement s’il appartient aux trois plans. En reportant la droite dans 𝒫3 : (2+2𝑠)+𝑠−5 = 3𝑠−3 = 0,
donc 𝑠 = 1.
Conclusion : Ω(4 ; 1 ; −1) est l’unique point équidistant, et Ω𝐴 = √9 + 1 + 1 =

√
11. Contrôle :

Ω𝐵2 = 1 + 1 + 9 = 11, Ω𝐶2 = 9 + 1 + 1 = 11, Ω𝐷2 = 1 + 9 + 1 = 11.

S6.
1. Le point 𝑀 = 𝐴+𝑡𝑢⃗ appartient au plan si et seulement si 𝑎(𝑥𝐴+𝑡𝑢𝑥)+𝑏(𝑦𝐴+𝑡𝑢𝑦)+𝑐(𝑧𝐴+𝑡𝑢𝑧)+𝑑 = 0,

soit num + 𝑡 × den = 0. Ici num est la valeur de l’équation en 𝐴 et den vaut 𝑛⃗ ⋅ 𝑢⃗.
• Si den ≠ 0 : une seule solution 𝑡 = −num/den, donc un point d’intersection (première branche).
• Si den = 0 et num = 0 : l’équation est vérifiée pour tout 𝑡, la droite est incluse dans le plan.
• Si den = 0 et num ≠ 0 : aucune solution, la droite est strictement parallèle au plan.

2. num = 1 + 0 + 6 − 5 = 2 et den = 2 + 2 − 3 = 1, donc 𝑡 = −2 et le point est (1 − 4 ; −2 ; 2 + 2) =
(−3 ; −2 ; 4). Le programme renvoie ("secante", (-3.0, -2.0, 4.0)). Vérification : −3−4+12−
5 = 0.

3. Premier appel : num = 1 + 4 + 0 − 5 = 0 et den = 2 − 2 + 0 = 0, résultat ("incluse", None).
Second appel : num = −5 et den = 3 + 0 − 3 = 0, résultat ("parallele", None).

4. 𝑑 = |1 + 0 + 6 − 5|√
14

= 2√
14

=
√

14
7 ≈ 0,535. Avec le point (−3 ; −2 ; 4), qui appartient au plan, la

fonction renvoie 0,0.

S7.
1. ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵(−2 ; 2 ; 0) = ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐷𝐶 : 𝐴𝐵𝐶𝐷 est un parallélogramme. Ses diagonales ont même milieu 𝑂(0 ; 0 ; 0).

⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐴 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝐶 = (2, −2, 0) ⋅ (−2, −2, 0) = −4 + 4 = 0 : angle droit en 𝐵, et 𝐴𝐵2 = 𝐵𝐶2 = 8 : c’est un
carré de côté 2

√
2.

𝑆𝐴2 = 4 + 0 + 4 = 8, et de même 𝑆𝐵2 = 𝑆𝐶2 = 𝑆𝐷2 = 8. Conclusion : 𝑆𝐴 = 𝑆𝐵 = 𝑆𝐶 = 𝑆𝐷 =
𝐴𝐵 = 2

√
2, donc les quatre faces latérales sont des triangles équilatéraux.

2. ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑆𝐴(2 ; 0 ; −2) et ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑆𝐵(0 ; 2 ; −2) ne sont pas colinéaires, 𝑛⃗ ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑆𝐴 = 2 − 2 = 0 et 𝑛⃗ ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑆𝐵 = 2 − 2 = 0.
Équation 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑑 = 0 avec 𝑆 : 2 + 𝑑 = 0.
Conclusion : (𝑆𝐴𝐵) ∶ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 2 = 0. Vérification : 𝐴 : 2 − 2 = 0 ; 𝐵 : 2 − 2 = 0.

3. 𝑑(𝑂, (𝑆𝐴𝐵)) = | − 2|√
3 = 2

√
3

3 . Le triangle 𝑆𝐴𝐵 est équilatéral de côté 2
√

2 : son aire est
√

3
4 × 8 =

2
√

3.
4. Avec la base 𝑆𝐴𝐵 : 𝑉 = 1

3 ×2
√

3× 2√
3 = 4

3 . Avec la base 𝑂𝐴𝐵 (rectangle en 𝑂, d’aire 1
2 ×2×2 = 2)

et la hauteur 𝑂𝑆 = 2 : 𝑉 = 1
3 × 2 × 2 = 4

3 .

Conclusion : 𝑉 (𝑂𝑆𝐴𝐵) = 4
3 . La pyramide est formée de quatre tétraèdres identiques :

3 CC BY-NC-SA 4.0 · Antoine Boutin · plusquunprof.com



Terminale spécialité mathématiques Orthogonalité et distances dans l’espace · Fiche Standard (corrigé)

𝑉 (𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷) = 4 × 4
3 = 16

3 .

Contrôle : 1
3 × 8 × 2 = 16

3 .

5. 𝐻 = 𝐶 + 𝑘𝑛⃗ = (−2 + 𝑘 ; 𝑘 ; 𝑘) et 𝐻 ∈ (𝑆𝐴𝐵) : −2 + 3𝑘 − 2 = 0, donc 𝑘 = 4
3 .

Conclusion : 𝐻 (−2
3 ; 4

3 ; 4
3) et 𝐶𝐻 = 4

3
√

3 = 4
√

3
3 . Contrôle : | − 2 + 0 + 0 − 2|√

3 = 4√
3 .

S8.
1. Pour 𝑀 : 0 + 4 + 2 + 3 = 9. Pour 𝐵 : −4 + 4 + 6 + 3 = 9. Les deux valeurs ont même signe : 𝑀 et

𝐵 sont du même côté du plan 𝒫.
2. 𝑛⃗(1 ; 2 ; −2) est normal à 𝒫. 𝐻 = 𝑀 + 𝑘𝑛⃗ = (𝑘 ; 2 + 2𝑘 ; −1 − 2𝑘) et 𝐻 ∈ 𝒫 : 𝑘 + 4 + 4𝑘 + 2 + 4𝑘 + 3 =

9𝑘 + 9 = 0, donc 𝑘 = −1.
𝐻(−1 ; 0 ; 1). Comme ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑀𝑀 ′ = 2 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑀𝐻 : 𝑀 ′ = (0 − 2 ; 2 − 4 ; −1 + 4), soit 𝑀 ′(−2 ; −2 ; 3).

3. 𝐻 est le milieu de [𝑀𝑀 ′] et ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑀𝑀 ′ = −2𝑛⃗ est normal à 𝒫 : 𝒫 est le plan médiateur de [𝑀𝑀 ′]. Donc
𝑁𝑀 = 𝑁𝑀 ′ pour tout 𝑁 ∈ 𝒫.

4. ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑀 ′𝐵(−2 ; 4 ; −6). Un point de (𝑀 ′𝐵) est (−2 − 2𝑠 ; −2 + 4𝑠 ; 3 − 6𝑠). Dans 𝒫 : (−2 − 2𝑠) + 2(−2 +
4𝑠) − 2(3 − 6𝑠) + 3 = 18𝑠 − 9 = 0, donc 𝑠 = 1

2 .
Conclusion : 𝐼(−3 ; 0 ; 0). Vérification : −3 + 3 = 0.

5. Pour 𝑁 ∈ 𝒫 : 𝑁𝑀 + 𝑁𝐵 = 𝑁𝑀 ′ + 𝑁𝐵 ⩾ 𝑀 ′𝐵 (inégalité triangulaire), avec égalité si et seulement
si 𝑁 ∈ [𝑀 ′𝐵]. Comme 𝑠 = 1

2 ∈ [0 ; 1], 𝐼 ∈ [𝑀 ′𝐵] et l’égalité a lieu pour 𝑁 = 𝐼 .
𝑀 ′𝐵2 = 4 + 16 + 36 = 56.
Conclusion : la valeur minimale de 𝑁𝑀 + 𝑁𝐵 est 𝑀 ′𝐵 = 2

√
14, atteinte en 𝐼 . Contrôle : 𝐼𝑀2 =

9 + 4 + 1 = 14 et 𝐼𝐵2 = 1 + 4 + 9 = 14, donc 𝐼𝑀 + 𝐼𝐵 = 2
√

14.

S9.
1. ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑀𝐴(1 − 𝑥 ; 2 − 𝑦 ; 3 − 𝑧) et ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑀𝐵(3 − 𝑥 ; −𝑦 ; 1 − 𝑧). Alors

⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑀𝐴 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑀𝐵 = (𝑥2 − 4𝑥 + 3) + (𝑦2 − 2𝑦) + (𝑧2 − 4𝑧 + 3) = (𝑥 − 2)2 − 1 + (𝑦 − 1)2 − 1 + (𝑧 − 2)2 − 1.

Conclusion : ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑀𝐴 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑀𝐵 = (𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 1)2 + (𝑧 − 2)2 − 3.
2. Ω(2 ; 1 ; 2). D’après la question 1, ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑀𝐴 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑀𝐵 = Ω𝑀2 − 3. Donc ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑀𝐴 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑀𝐵 = 0 ⟺ Ω𝑀 =

√
3.

3. 𝑛⃗(2 ; −1 ; 2), ‖𝑛⃗‖ = 3. 𝑑(Ω, 𝒫) = |4 − 1 + 4 − 4|
3 = 1. 𝐻 = Ω+𝑘𝑛⃗ = (2+2𝑘 ; 1−𝑘 ; 2+2𝑘) et 𝐻 ∈ 𝒫 :

4 + 4𝑘 − 1 + 𝑘 + 4 + 4𝑘 − 4 = 9𝑘 + 3 = 0, donc 𝑘 = −1
3 .

Conclusion : 𝐻 (4
3 ; 4

3 ; 4
3) et Ω𝐻 = 1.

4. Si 𝑀 ∈ 𝒫, le vecteur ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐻𝑀 est dans la direction de 𝒫, donc orthogonal à ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗Ω𝐻 (colinéaire à 𝑛⃗). Le
théorème de Pythagore donne Ω𝑀2 = Ω𝐻2 + 𝐻𝑀2 = 1 + 𝐻𝑀2.
Ainsi, pour 𝑀 ∈ 𝒫 : 𝑀 ∈ ℰ ⟺ 1 + 𝐻𝑀2 = 3 ⟺ 𝐻𝑀 =

√
2.

Conclusion : ℰ ∩ 𝒫 est le cercle de 𝒫 de centre 𝐻 et de rayon
√

2.
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