Terminale spécialité mathématiques Orthogonalité et distances dans l'espace - Fiche Défi (corrigé)

Corrigé : Orthogonalité et distances dans ’espace Fiche Défi }

D1.
1. Par définition d’un vecteur normal, M € P < AM -n = 0. Or
AM fi=a(z—z,)+bly—ya) +c(z—24) = ax+by+cz— (ax 4 + by, +cz4) = ax + by +cz+d.

2. H = M, + kn appartient & P : a(zy + ka) + b(yy + kb) + c(zg + kc) +d = 0, soit (azxq + by, + czy +
d) + k(a® +b% +c?) = 0. Comme a? +b%> +c2 £0 :

axg + byy +czg +d

k=—
a? 4 b2 4 c2

’a.’I;O + byo + CZg + d’
Va2 +2+¢2

3. Soit N € P. Le vecteur HN est dans la direction de P, donc orthogonal a n, donc a MyH = kn.
Alors

Alors MyH = kit = |k|v/a® + b2 + 2 =

M,N? = |M,H + HNH = MyH?+2MyH - HN + HN? = MyH? + HN? > MyH?.

L’égalité a lieu si et seulement si HN = 0, c’est-a-dire N = H. La distance de M, a P est donc la
plus petite des distances de M, aux points de P.

2 2
4. 1(2;—-1;2), |n]| =3 et 2x3—-1—4—3=—2 pour M. Donc MyH = 3 e t k= 9’ soit
4 2 4 31 7 4
H= 12240 = =
(+51-5-2+5) = (F15-3)-
62 7 28 27
Vérification : 99 9 9 =0. Pour Ny : 0-3+6—3=0, donc N, € P.
4 1 20 41 1+4 1681
M0N§:9+4+25:38,M0H2:—etHNO( 5 0. )do HNgz% 400 + 168 =
9 9979 81
338
. 4 338 342
Conclusion : — + — = —— =38 = M,N¢.
9 9 9
D2.
1. 4-9=2+2—4=0: les droites sont orthogonales (et 4, ¥ ne sont pas colinéaires : ils sont non nuls
et orthogonaux). Un point commun vérifierait 2t = 3+ s, t = 2s, —2t = —3 4 2s. Les deux premieéres
équations donnent 4s = 3 + s, donc s = 1 et ¢t = 2; la troisiéme devient —4 = —1 : impossible.

Conclusion : d; et d, sont orthogonales, non paralléles et sans point commun (donc non coplanaires).
2. w-u=4—2—-2=0etw-v=2—4+2=0.
M, (2t;t;—2t) et N,(3+ 5;25;—3+ 25), donc M,N,(3+5—2t;2s —t;—3+ 25 + 2t).
4. En développant :

w

(34+5—2t)2 =9+ s> +4t? + 65 — 12t — 4st, (25 —1)? = 4s? — 4st + 2,
(=3 + 25+ 2t)2 = 9 + 4s% + 4t% — 125 — 12t + 8st.

2
La somme vaut M,N? = 9s2 + 9t2 — 65 — 24t +18. Or 9 (t — 4)” 49 (s — 1)* +1 = 92 — 24¢ + 16 +

9s2 — 65+ 1+ 1, ce qui est la méme expression.

1

Donc M,N2 > 1, avec égalité si et seulement si t = 3 et s = 3"

Conclusion : la distance minimale entre un point de d; et un point de d, est 1, atteinte pour ¢t = %
1

ets:g.
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2 21 1
%7% %-_34_24_%) = <§;—§;§> 25@. Ce vecteur est
orthogonal & 4 et & U (question 2) et de norme 1 : le segment [M,N,] est une perpendiculaire

commune aux deux droites.
Pour tous ¢, s : MyN, - = 2(3+ s —2t) —2(2s —t) + (—3 4+ 25 + 2t) = 3. Comme |w| = 3, la

5. Pour ces valeurs : M,N, (3—}— % —

projection de M, N, sur la direction de @ a toujours pour longueur 3= 1 : tout segment joignant

les deux droites a une longueur au moins égale a 1, ce qui retrouve la distance minimale.

D3.
1. E(0;0:1), C(1;1;0), M,(t;t;1—t). Donc EC(1;1;—1) et EM,(t;t;—t) =t EC avec t € [0;1] :
M, € [EC].
2. B(1;0;0), D(0;1;0). M,B(1 —t;—t;t—1)et M,D(—t;1—t;t—1):
M,B?=2(1—t)2 +t2 =3t — 4t + 2 = M,D?.

Conclusion : le triangle M, BD est isocele en M,.

- 1
3. M,B-M,D=—t(1—t)—t(1—1t)+ (t—1)%> = (1 —¢t)(1 — 3t). Elle est nulle si et seulement si t = 3

out=1. )

Conclusion : le triangle est rectangle en M, pour ¢t = 3 et pourt =1 (ou M; =C, et CB L CD,).

4. I(3:5:0) et M (5—t;5—t:t—1):

2
1 3
M]2_2<§—t> +(1—t)2:§—2t+2t2+1—2t+t2:3t2—4t+§.

BD(—1;1;0) donne M,I-BD = — (3 —t)+ (5 —t) = 0. Donc [M,I] est la hauteur issue de M, et,
avec BD = /2 :

1 5 3
A(M,BD) = ZV2M,I = \g 32 —dt+ 2.

€ [0;1].

[SVIN )

3 2\% 1 1
5.3t —4t+- =3 (t — 7> + 5 Le minimum de M,I? sur [0;1] est it atteint pour ¢t =

2 3
2 2 1 1 3
Conclusion : l'aire est minimale pour t = — et vaut £ X —=—== [ ~ 0,29.
3 2 V6 2\/3; 6
Pour t = % : M(%,%é) € (EC) et MI( ; %;—%) vérifie M I - EC = —%—%—l—% = 0. Donc
M, 5 est le projeté orthogonal de I sur (EC) ce qui est cohérent avec le fait que M, I est minimale.

D4.

1. Mi=A+ti=(14+t;—t;2t). Dans P : (1+t)—t+2t—3=2t—2=0, donc t = 1.
Conclusion : d et P sont sécants en J(2;—1;2).

2.m-u=3+1—4=0etm-n=3—1—2=0. Une équation de O est 3z —y — 2z + d = 0 avec
3+4d=0:9: 3x—y—22—3=0.
Pour M, : 3(14+t)+t—4t—3 =0 pour tout t : d C Q. Enfin m -7 = 0 : les vecteurs normaux sont
orthogonaux, donc 9 | P.

3. Les vecteurs normaux 7 et m ne sont pas colinéaires : PN Q est une droite. Le systéme x +y+z = 3,
3z —y — 2z = 3 donne par addition 4z — 2 =6, donc z =4x —6et y=3 —x — 2z =9 — 5x. Avec
A

Conclusion : D: z=5,y=9—5s, z=4s—6.

2t —
4. Dans P, la valeur de I’équation en M, est 2t —2, donc H, = M, +kn avec k = —T OnaH,e?

et

AH,-m =AM, -m+kn-m=0+0=0,
donc H, € Q. Explicitement,

H_<t+5_2—5t.4t+2>
t~\ 3’ 3 ' 3 ’
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t 27 —5t—2 2 -5t 4 +20—1 4t + 2
Pours:%f):9—5s: ’ E;) 5: > et 4s —6 = +20 8: i . Donc H, est le

3 3 3
t+5

point de D de parametre

5. Quand ¢ décrit R, s = ts décrit R.
Conclusion : l’ensemblegdes projetés orthogonaux des points de d sur P est la droite D tout entiere.
Vérification avec M_,(0;1;—2) : équation de P y vaut —4, k = et H_ (é % —2) pour s = %
on trouve (3;9—2;8 —6) = (3;%;-2).

D5.

1. M(—2;2;—1) et QA=+14+44+1=3: A€ 8. Leplan T a pour vecteur normal m, colinéaire a
(2;—2;1): 2z —2y+z2+d=0avec A: —2+2+d=0.
Conclusion : 7 : 2x —2y+ 2 =0.

2.Si M € T, alors AM - Q4 = 0 et QM? = [QA+AM|[ = QA% + AM? = 9+ AM?. Donc
MeS < AM? =0 < M = A.
Conclusion : T NS ={A} : T est tangent a § en A.

3. 1(2;-2;1), 0| =3, et 2x24+24+3—-3 =6en Q:d,P) =2 < 3. Le projeté de 2 est

2
H=Q+kn=(2+2k;—1—2k;3+k),avecd+4k+2+4k+3+k—3=9k+6 =0, soitk::—g
2 1
etH( 7)
333

Pour M € P : QM? = QH? + HM? = 4 + HM? (Pythagore, comme & l'exercice D1). Donc
MeS < HM?=5.
Conclusion : N S est le cercle de P de centre H (3 135 3) et de rayon v/5.

4. Un plan 2z — 2y + z+ d = 0 a un seul point commun avec 8 si et seulement si sa distance a 2 vaut

19+ d|

le rayon : =3, soit d = 0 ou d = —18 (si la distance est inférieure a 3, I'intersection est un

cercle; si elle est supérieure, elle est vide).
Conclusion : ce sont T et le plan 2z — 2y + z — 18 = 0 (tangent au point diamétralement opposé
a A (4;,-3;4)).

5, w-n=2—-240=0et A€ T : tout point A + tw vérifie 2t — 2t = 0 dans ’équation de T, donc
ACT.
Un point de Aest (¢;1+¢;2) et QM? = (t—2)2+ (t+2)?+1=2t*+9. Alors M € § < 2t*+9 =
9 <= t=0.
Conclusion : ANS = {A} : A est une tangente a la sphére en A.

Deé.
1. M,(t;1+2t;2+2t) et PM,(t—3;2t;2+42t) :

PM? =12 — 6t + 9+ 4t> + 4 + 8t + 41> = 9> + 2t + 13.

) 1\? 1 1\> 116 1
2. 9t +2t+13=9 t+§ +13—-=9(t+ - | + ——. Le minimum est atteint pour ¢, = 9

9 9 9
116 229 1 7 16
Conclusion : d(P,d) =4/ — = —— =~ 359 et H=M
onclusion : d(P,d) 9 3 ,590 e to( g9’ 9)
784 +4+4256 116
Vérification : PH (——,—5 ; j) et PH -t1=—-2_4% + 32 =0; PH? = % =5
3. Le programme n’examine que des valeurs de ¢ multlples de 0,001; la plus proche de t; = —0,111 ..

est —0,111. L’affichage est —0.111 3.5901. La distance affichée est quasi exacte : en —0,111, PM; 2
ne differe de 13° que de 9 x (1,1 x 1074)? ~ 107".

4. SiH:A—l—tﬂ est le projeté de P, alors PH -4 = 0, soit (tﬁ—ﬁ)w?zo, donc tu-u = AP - 1.

def projete_droite(A, u, P):
= (P[O]-A[0], P[1]1-A[1], P[2]-A[2])
= (AP[0]*ul0] + AP[1]*ul1] + AP[2]*ul2]) / (u[0]**2 + u[1]*x2 + u[2]*x2)
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return (A[O]+txul[0], A[1]+t*ul1], A[2]+t*ul2])
Test : appel projete_droite((0,1,2), (1,2,2), (3,1,0))
donne t = %1 et renvoie environ (—0,111;0,778;1,778), c’est-a-dire H.
D7.

1. L’équation 2 4+ ¥ + 2 = 1 est de la forme ax + By + vz + 6 = 0 avec (a;3;7) = (a,i;%> +
;0

0 :
c’est un plan. Les points A, B, C' la vérifient (2 = 1, etc.) et ne sont pas alignés (AB( ) et

7

AC(—a;0;¢) ne sont pas colinéaires). (est donc le plan (ABC), de vecteur normal 7 (2:4:1).
1 1/1 11
2.H:kﬁavecHE(ABC):ﬁ-kﬁszzl,donckz—etHz—( ; ) Alors OH =
. S S\a'bec
k| ||n \/>— —
k117l = V5 = .
3. C’(O;—b;c), CA(a;0;—c). Comme HA=0OA—OH et OA-BC =0:
—_ s 1 1
HA.BC——OH-BC = —k (5(—1)) 4 fc> — B(—141)=0.
c

De méme OB - CA=0et HB - CA——k:<fa+ (— )):O.
a

Conclusion : H appartient au plan (ABC) et aux hauteurs issues de A et de B du triangle ABC :

H est Porthocentre de ABC.

1 b b 1
4. Le volume vaut 3 % % X ¢ = % (base OAB, hauteur OC') et aussi 3 A(ABC') x OH. Donc

18 /1 1 1 36 9 18 3V14
H—7<6 3 2> (7’7’7>“0H—\/7 —7 ~ L.

A(ABC) = 18,/118 = /126 = 314 ~ 11,22.
Contréle : A(OAB) =9, A(OBC) =3, A(OCA) =6 et 81 +9+36=126; H: 3 +12 4+ 27 =4,

3V abe
A(ABC) = o = V8.
a’b?c? [ 1 1 1 b2c? + a%c? + a?b? ab
?lors A(ABOY = 2 (? ot 03> - ) L Or A(04B) = . 4(0BC) =
5+ A0CA) = C;
Conclusion : A(ABC)? = A(OAB)? + A(OBC)? + A(OCA)2.
5. Poura=6,b=3,c=2: z—#%—i-g:l,soit (ABC): x+2y+32—6=0. S—%—i—é—ki %
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