
Fiche 4 : problèmes classiques d'orthogonalité et

de distances

Six exercices de synthèse, les grands classiques du chapitre :

la diagonale d'un cube, un plan, une distance et un volume ;

un tétraèdre régulier inscrit dans un cube ;

l'aire d'un triangle dans l'espace ;

le centre d'une sphère passant par quatre points (points équidistants) ;

des scripts Python ;

vrai/faux.

Toutes les corrections sont rédigées comme on l'attend au bac :

repère orthonormé déclaré, coordonnées écrites ;

vecteur normal justifié, équation vérifiée ;

projeté orthogonal et distance recoupés ;

conclusion en valeur exacte puis approchée.

Comment attaquer un problème d'orthogonalité

1. Place un repère orthonormé adapté : sommet du solide comme origine, arêtes comme axes.

2. Écris les coordonnées de tous les points utiles.

3. Pour une orthogonalité, calcule un produit scalaire nul.

4. Pour une distance à un plan, cherche l'équation du plan (vecteur normal puis un point)

puis la formule.

5. Pour un volume, utilise  aire de la base  hauteur, et recoupe avec une autre base si

possible.

Les pièges classiques

Prendre un repère non orthonormé pour appliquer les formules.

Confondre distance d'un point à un plan et distance de ce point à un point du plan.

Oublier de dire que la hauteur d'un tétraèdre est la distance du sommet au plan de la base.

Ne pas vérifier l'équation d'un plan avec tous ses points.
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Exercice 1 (★★★) : la diagonale d'un cube, un plan, un volume

 est un cube d'arête . On munit l'espace du repère orthonormé .

1. Montrer que  est orthogonale au plan  et déterminer une équation de ce plan.

2. Déterminer le projeté orthogonal  de  sur  et la distance de  à ce plan.

3. Calculer l'aire du triangle .

4. En déduire le volume du tétraèdre , puis retrouver ce volume avec la base .

5. Le plan  a pour équation . Calculer la distance entre les plans 

et .

Exercice 2 (★★★) : un tétraèdre régulier dans un cube

Dans le cube d'arête  du repère orthonormé , on considère le tétraèdre 

.

1. Montrer que  est un tétraèdre régulier.

2. Montrer que  et  sont orthogonales.

3. Calculer la distance de  au plan  et le volume de .

Exercice 3 (★★) : l'aire d'un triangle dans l'espace

On donne , ,  (exercice 3 de la fiche 1). Calculer l'aire du triangle

.

Exercice 4 (★★★) : des points équidistants

On donne , , , .

1. Déterminer une équation du plan médiateur de , de  et de .

2. En déduire le point  équidistant de , , ,  et la distance .
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Exercice 5 (★★) : Python

On utilise les fonctions du cours :

from math import sqrt, acos, degrees

def produit_scalaire(u, v):

    return u[0]*v[0] + u[1]*v[1] + u[2]*v[2]

def norme(u):

    return sqrt(produit_scalaire(u, u))

def angle(u, v):

    return degrees(acos(produit_scalaire(u, v) / (norme(u) * norme(v))))

def distance_plan(M, a, b, c, d):

    return abs(a*M[0] + b*M[1] + c*M[2] + d) / sqrt(a*a + b*b + c*c)

1. Que renvoient angle((1,2,2), (2,-3,6)) et distance_plan((2,3,4), 2, -2, 1, -3) ?

Retrouver ces valeurs par le calcul.

2. Écrire un script qui compte les points à coordonnées entières comprises entre  et  appartenant

au plan .

Exercice 6 (★★) : vrai ou faux

Justifier chaque réponse :

1. Les arêtes opposées d'un tétraèdre régulier sont orthogonales.

2. L'aire d'un triangle  est .

3. Dans un cube, la diagonale  est orthogonale au plan .

4. Le volume d'un tétraèdre est la moitié du produit de l'aire de la base par la hauteur.

Ce qui peut tomber au bac

Un plan défini par un vecteur normal dans un cube, avec la diagonale (exercice 1).

Une distance à un plan et un volume de tétraèdre, avec recoupement (exercices 1 et 2).

Des points équidistants par les plans médiateurs (exercice 4).

Un script Python de produit scalaire, d'angle ou de distance (exercice 5).

QCM : une seule bonne réponse par question

1. Dans un cube d'arête , quelle est la distance de  au plan  d'équation  ?

0 2
x+ y + z − 3 = 0

ABC ⋅
2
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AB AC

[AG] (BDE)

1 A (BDE) x+ y + z − 1 = 0
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A. 

B. 

C. 

D. 

2. Le volume d'un tétraèdre est :

A.  aire de la base  hauteur

B. aire de la base  hauteur

C. aire de la base  hauteur

D.  aire de la base  hauteur

3. Dans un tétraèdre régulier, deux arêtes opposées sont :

A. orthogonales

B. parallèles

C. sécantes

D. de longueurs différentes

4. Pour trouver un point équidistant de plusieurs points, on utilise :

A. le théorème des valeurs intermédiaires

B. l'intersection de leurs plans médiateurs

C. la formule du binôme

D. l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev

5. L'aire d'un triangle  vaut :

A. 

B. 

C. 

D. 

6. Dans l'exercice 1, quelle est l'équation du plan  dans le cube d'arête  ?

A. 

B. 

C. 

D. 

7. Dans l'exercice 2 (tétraèdre régulier  dans un cube d'arête ), quelle est la longueur d'une

arête ?

A. 
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B. 

C. 

D. 

8. Dans l'exercice 3, quelle est l'aire du triangle  avec , ,  ?

A. 

B. 

C. 

D. 

9. Dans l'exercice 4, avec , , , , quel est le point  équidistant

des quatre points ?

A. 

B. 

C. 

D. 

10. Dans l'exercice 5, le script Python compte les points à coordonnées entières entre  et  du plan 

. Combien en affiche-t-il ?

A. 

B. 

C. 

D. 
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