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Corrigé : Vecteurs, droites et plans de l’espace Fiche Défi

D1.
1. En soustrayant les deux écritures : (𝑥 − 𝑥′) ⃗𝚤 + (𝑦 − 𝑦′) ⃗𝚥 + (𝑧 − 𝑧′)𝑘⃗ = ⃗0. Si le triplet (𝑥 − 𝑥′, 𝑦 −

𝑦′, 𝑧 − 𝑧′) était différent de (0, 0, 0), on aurait une relation non triviale entre ⃗𝚤, ⃗𝚥, 𝑘⃗, qui seraient
alors coplanaires : cela contredit le fait que ( ⃗𝚤, ⃗𝚥, 𝑘⃗) est une base.
Conclusion : 𝑥 − 𝑥′ = 𝑦 − 𝑦′ = 𝑧 − 𝑧′ = 0, soit 𝑥 = 𝑥′, 𝑦 = 𝑦′, 𝑧 = 𝑧′.

2. Tout vecteur s’écrit 𝑥 ⃗𝚤 + 𝑦 ⃗𝚥 + 𝑧𝑘⃗ (propriété d’une base, cours) et la question 1 montre que les réels
𝑥, 𝑦, 𝑧 sont uniques. Avec (𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) = (0, 0, 0) : si 𝑥 ⃗𝚤+𝑦 ⃗𝚥+𝑧𝑘⃗ = ⃗0 = 0 ⃗𝚤+0 ⃗𝚥+0𝑘⃗, alors 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 0.

D2.
1. Δ est contenue dans 𝑃1 : un vecteur directeur 𝑛⃗ de Δ est un vecteur de la direction de 𝑃1, donc

combinaison linéaire de la base ( ⃗𝑒, ⃗𝑎) : 𝑛⃗ = 𝜆 ⃗𝑒 + 𝜇 ⃗𝑎. De même Δ ⊂ 𝑃2 donne 𝑛⃗ = 𝜆′ ⃗𝑒 + 𝜇′ ⃗𝑏.
2. On a 𝜆 ⃗𝑒 + 𝜇 ⃗𝑎 = 𝜆′ ⃗𝑒 + 𝜇′ ⃗𝑏, donc 𝜇 ⃗𝑎 = (𝜆′ − 𝜆) ⃗𝑒 + 𝜇′𝑏⃗. Si 𝜇 ≠ 0 :

⃗𝑎 = 𝜆′ − 𝜆
𝜇 ⃗𝑒 + 𝜇′

𝜇
⃗𝑏.

Les vecteurs ⃗𝑒 et ⃗𝑎 qui dirigent 𝑃1 sont alors des combinaisons linéaires de ⃗𝑒 et ⃗𝑏 qui dirigent
𝑃2 : d’après le cours, 𝑃1 et 𝑃2 sont parallèles (confondus ou strictement parallèles). Cela contredit
l’hypothèse « sécants suivant une droite ». Donc 𝜇 = 0.

3. Alors 𝑛⃗ = 𝜆 ⃗𝑒, avec 𝜆 ≠ 0 car 𝑛⃗ ≠ ⃗0.
Conclusion : 𝑛⃗ est colinéaire à ⃗𝑒, donc Δ est parallèle à 𝑑1 et à 𝑑2.

4. Dans le cube, Ω est le milieu de [𝐵𝐸] et de [𝐴𝐹 ] (diagonales du carré 𝐴𝐵𝐹𝐸). Le point Ω est sur
la droite (𝐵𝐸) ⊂ (𝐵𝐶𝐸). Pour (𝐴𝐷𝐺) : ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐹 = ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐸 = ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐷𝐶 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐶𝐺 = ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐷𝐺 = ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐺 − ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝐷. Donc
𝐹 ∈ (𝐴 ; ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝐷, ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐺) = (𝐴𝐷𝐺), la droite (𝐴𝐹) est dans ce plan et Ω ∈ (𝐴𝐷𝐺).
𝐵 ∉ (𝐴𝐷𝐺) : on a ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝐷 = ⃗𝑣 et ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐺 = 𝑢⃗ + ⃗𝑣 + 𝑤⃗, non colinéaires, et ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 = 𝑢⃗ = 𝑎 ⃗𝑣 + 𝑏(𝑢⃗ + ⃗𝑣 + 𝑤⃗)
donnerait 1 = 𝑏 (en 𝑢⃗) et 0 = 𝑏 (en 𝑤⃗) : impossible.
Les plans (𝐵𝐶𝐸) et (𝐴𝐷𝐺) ont donc le point Ω en commun et sont distincts (𝐵 ∈ (𝐵𝐶𝐸), 𝐵 ∉
(𝐴𝐷𝐺)) : ils sont sécants suivant une droite Δ passant par Ω. La droite (𝐵𝐶) est dans (𝐵𝐶𝐸), la
droite (𝐴𝐷) est dans (𝐴𝐷𝐺) et (𝐵𝐶) ∥ (𝐴𝐷). D’après le théorème du toit :
Conclusion : l’intersection de (𝐵𝐶𝐸) et (𝐴𝐷𝐺) est la droite passant par Ω et parallèle à (𝐴𝐷).

D3.
1. Comme 𝐵, 𝐶, 𝐷 ne sont pas alignés (tétraèdre), (𝐵𝐶𝐷) = (𝐵 ; ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝐶, ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝐷) et 𝑀 ∈ (𝐵𝐶𝐷) si et

seulement s’il existe 𝑎, 𝑏 tels que ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝑀 = 𝑎 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝐶+𝑏 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝐷. Par Chasles, ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝑀 = ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝑀− ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵, ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝐶 = ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐶− ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵,
⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝐷 = ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝐷 − ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵, d’où

⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝑀 = (1 − 𝑎 − 𝑏) ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 + 𝑎 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐶 + 𝑏 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝐷.
Si 𝑀 ∈ (𝐵𝐶𝐷), l’unicité de la décomposition dans la base donne 𝑥 = 1 − 𝑎 − 𝑏, 𝑦 = 𝑎, 𝑧 = 𝑏, donc
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1. Réciproquement, si 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1, on pose 𝑎 = 𝑦, 𝑏 = 𝑧 : alors 1 − 𝑎 − 𝑏 = 𝑥 et
⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝑀 = (1 − 𝑎 − 𝑏) ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 + 𝑎⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐶 + 𝑏 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝐷, soit ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝑀 = 𝑎 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝐶 + 𝑏 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝐷.
Conclusion : 𝑀 ∈ (𝐵𝐶𝐷) ⟺ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1.

2. Un point de (𝐴𝐺) vérifie ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝑀 = 𝑡 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐺, de coordonnées ( 𝑡
4 ; 𝑡

4 ; 𝑡
4). Il est dans (𝐵𝐶𝐷) si et seulement si

3𝑡
4 = 1, soit 𝑡 = 4

3 : une seule valeur, donc un seul point 𝐺′, avec ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝐺′ = 4
3
⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐺 = 1

3 ( ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐶 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝐷).
Conclusion : (𝐴𝐺) coupe (𝐵𝐶𝐷) en 𝐺′ (1

3 ; 1
3 ; 1

3) et ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐺 = 3
4

⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝐺′.

3. 𝑃𝑘 ∈ (𝐵𝐶𝐷) si et seulement si 𝑘 + 1
2 + 1

3 = 1, soit 𝑘 = 1
6 .

D4.
1. Soit 𝛼 ⃗𝑝 + 𝛽 ⃗𝑞 + 𝛾 ⃗𝑟 = ⃗0. Alors (𝛼 + 𝛾)𝑢⃗ + (𝛼 + 𝛽) ⃗𝑣 + (𝛽 + 𝛾)𝑤⃗ = ⃗0. D’après D1 : 𝛼 + 𝛾 = 0, 𝛼 + 𝛽 = 0,

𝛽 + 𝛾 = 0. Les deux premières donnent 𝛾 = 𝛽 = −𝛼, la troisième −2𝛼 = 0 : 𝛼 = 𝛽 = 𝛾 = 0. Aucune
relation non triviale n’existe.
Conclusion : ⃗𝑝, ⃗𝑞, ⃗𝑟 ne sont pas coplanaires : c’est une base de l’espace.
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2. ⃗𝑝′ + ⃗𝑞′ + ⃗𝑟′ = (𝑢⃗ − ⃗𝑣) + ( ⃗𝑣 − 𝑤⃗) + (𝑤⃗ − 𝑢⃗) = ⃗0. C’est une relation non triviale (coefficients 1, 1, 1).
Conclusion : ⃗𝑝′, ⃗𝑞′, ⃗𝑟′ sont coplanaires (par exemple ⃗𝑟′ = − ⃗𝑝′ − ⃗𝑞′).

3. ⃗𝑝 + ⃗𝑟 − ⃗𝑞 = 2𝑢⃗, donc 𝑢⃗ = 1
2 ( ⃗𝑝 − ⃗𝑞 + ⃗𝑟). Pour ⃗𝑥, on cherche ⃗𝑥 = 𝛼 ⃗𝑝 + 𝛽 ⃗𝑞 + 𝛾 ⃗𝑟 = (𝛼 + 𝛾)𝑢⃗ + (𝛼 +

𝛽) ⃗𝑣 + (𝛽 + 𝛾)𝑤⃗. Par unicité : 𝛼 + 𝛾 = 2, 𝛼 + 𝛽 = −1, 𝛽 + 𝛾 = 3. La somme donne 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 2,
d’où 𝛽 = 2 − 2 = 0, 𝛾 = 2 − (−1) = 3, 𝛼 = 2 − 3 = −1.
Conclusion : ⃗𝑥(−1 ; 0 ; 3) dans la base ( ⃗𝑝, ⃗𝑞, ⃗𝑟). Vérification : −(𝑢⃗ + ⃗𝑣) + 3(𝑤⃗ + 𝑢⃗) = 2𝑢⃗ − ⃗𝑣 + 3𝑤⃗.

D5.
1. 𝐵(1 ; 0 ; 0), 𝐻(0 ; 1 ; 1), 𝐶(1 ; 1 ; 0), 𝐺(1 ; 1 ; 1) donc 𝑁 (1 ; 1 ; 1

2), et 𝑀𝑡(0 ; 0 ; 𝑡).
2. ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐻(−1 ; 1 ; 1) et ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑀𝑡𝑁 (1 ; 1 ; 1

2 − 𝑡). Si ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑀𝑡𝑁 = 𝑘 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐻, la première coordonnée donne 𝑘 = −1 et la
deuxième 1 = −1 : impossible, pour tout 𝑡.
Conclusion : (𝐵𝐻) et (𝑀𝑡𝑁) ne sont jamais parallèles.

3. Points de (𝐵𝐻) : (1 − 𝑠 ; 𝑠 ; 𝑠) ; points de (𝑀𝑡𝑁) : (𝑟 ; 𝑟 ; 𝑡 + 𝑟 (1
2 − 𝑡)). Un point commun vérifie

1 − 𝑠 = 𝑟, 𝑠 = 𝑟, 𝑠 = 𝑡 + 𝑟 (1
2 − 𝑡). Les deux premières équations donnent 𝑠 = 𝑟 = 1

2 . La troisième
devient 1

2 = 𝑡 + 1
2 (1

2 − 𝑡) = 𝑡
2 + 1

4 , soit 𝑡 = 1
2 .

Conclusion : (𝐵𝐻) et (𝑀𝑡𝑁) sont sécantes si et seulement si 𝑡 = 1
2 , au point (1

2 ; 1
2 ; 1

2).
4. Si 𝑡 ≠ 1

2 , les droites ne sont pas parallèles (question 2) et le système n’a pas de solution (question 3) :
elles sont non coplanaires. Pour 𝑡 = 1

2 , 𝑀𝑡 est le milieu de [𝐴𝐸] et le point d’intersection (1
2 ; 1

2 ; 1
2)

est le centre du cube, milieu commun de [𝐵𝐻] et de [𝑀𝑡𝑁] (milieu de 𝑀(0 ; 0 ; 1
2) et 𝑁(1 ; 1 ; 1

2)).
D6.
1. Vecteurs directeurs ⃗𝚤(1 ; 0 ; 0) et 𝑘⃗(0 ; 0 ; 1), non colinéaires : 𝑑1 et 𝑑2 ne sont pas parallèles. Un point

commun (𝑡 ; 0 ; 0) = (0 ; 1 ; 𝑠) imposerait 0 = 1 (deuxième coordonnée) : impossible.
Conclusion : 𝑑1 et 𝑑2 ne sont ni parallèles ni sécantes : elles sont non coplanaires.

2. Une droite passant par 𝑃 et coupant 𝑑1 en 𝑀(𝑚 ; 0 ; 0) et 𝑑2 en 𝑁(0 ; 1 ; 𝑛) vérifie : 𝑃 , 𝑀 , 𝑁 alignés.
Comme 𝑃 ∉ 𝑑2 (sa première coordonnée est 1 ≠ 0), 𝑁 ≠ 𝑃 et ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑃𝑁 ≠ ⃗0, donc l’alignement équivaut
à ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑃𝑀 = 𝑘 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑃𝑁 pour un réel 𝑘. Avec ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑃𝑀(𝑚 − 1 ; −2 ; −3) et ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑃𝑁(−1 ; −1 ; 𝑛 − 3) : 𝑚 − 1 = −𝑘,
−2 = −𝑘, −3 = 𝑘(𝑛 − 3). La deuxième donne 𝑘 = 2, la première 𝑚 = −1, la troisième −3 = 2𝑛 − 6,
soit 𝑛 = 3

2 . Les points 𝑀(−1 ; 0 ; 0) et 𝑁 (0 ; 1 ; 3
2) sont donc imposés ; la droite (𝑀𝑁) passe par 𝑃

( ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑃𝑀 = 2 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑃𝑁).
Conclusion : il existe une seule droite Δ passant par 𝑃 et coupant 𝑑1 et 𝑑2 ; elle coupe 𝑑1 en
𝑀(−1 ; 0 ; 0) et 𝑑2 en 𝑁 (0 ; 1 ; 3

2).
3. ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑃𝑀(−2 ; −2 ; −3), donc 𝑢⃗(2 ; 2 ; 3) dirige Δ. Représentation paramétrique : 𝑥 = 1 + 2𝑡, 𝑦 = 2 + 2𝑡,

𝑧 = 3 + 3𝑡 (𝑡 ∈ ℝ).
Vérification : 𝑡 = −1 donne 𝑀(−1 ; 0 ; 0) et 𝑡 = −1

2 donne 𝑁 (0 ; 1 ; 3
2).

D7.
1. 𝐼 (1

2 ; 0 ; 0), 𝐽 (1 ; 1
2 ; 0), 𝐾 (1 ; 1 ; 1

2). Donc ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐼𝐽 (1
2 ; 1

2 ; 0) et ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗𝐼𝐾 (1
2 ; 1 ; 1

2). Si ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗𝐼𝐾 = 𝑘 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐼𝐽 , la troisième
coordonnée donne 1

2 = 0 : faux. Si ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐼𝐽 = 𝑘⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗𝐼𝐾, la troisième donne 𝑘 = 0 puis ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐼𝐽 = ⃗0 : faux.
Les vecteurs ne sont pas colinéaires : 𝐼 , 𝐽 , 𝐾 ne sont pas alignés.

2. ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐼𝑀 (𝑋 − 1
2 ; 𝑌 ; 𝑍) = 𝑎 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐼𝐽 + 𝑏⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗𝐼𝐾 s’écrit 𝑋 − 1

2 = 𝑎
2 + 𝑏

2 , 𝑌 = 𝑎
2 + 𝑏, 𝑍 = 𝑏

2 . La troisième donne
𝑏 = 2𝑍, la première 𝑎 = 2𝑋 − 1 − 2𝑍, et la deuxième devient 𝑌 = 𝑋 − 1

2 − 𝑍 + 2𝑍 = 𝑋 + 𝑍 − 1
2 .

Réciproquement, si 𝑌 = 𝑋 + 𝑍 − 1
2 , les valeurs 𝑏 = 2𝑍 et 𝑎 = 2𝑋 − 1 − 2𝑍 vérifient les trois

équations.
Conclusion : 𝑀 ∈ (𝐼𝐽𝐾) ⟺ 𝑌 = 𝑋 + 𝑍 − 1

2 , c’est-à-dire 𝜑(𝑋, 𝑌 , 𝑍) = 1
2 .

3. Valeurs de 𝜑 : 𝐴 ∶ 0, 𝐵 ∶ 1, 𝐶 ∶ 1 − 1 = 0, 𝐷 ∶ −1, 𝐸 ∶ 1, 𝐹 ∶ 2, 𝐺 ∶ 1, 𝐻 ∶ 0. Sur [𝑃 𝑄],
𝜑(𝑃 + 𝑠 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑃𝑄) = 𝜑(𝑃) + 𝑠 (𝜑(𝑄) − 𝜑(𝑃)), fonction affine de 𝑠, qui vaut 1

2 pour au plus une valeur de
𝑠, dans [0 ; 1] si et seulement si 1

2 est strictement compris entre 𝜑(𝑃) et 𝜑(𝑄) (aucun sommet n’est
dans le plan).
Arêtes concernées (valeurs aux extrémités) : [𝐴𝐵] (0 et 1), [𝐵𝐶] (1 et 0), [𝐶𝐺] (0 et 1), [𝐺𝐻] (1 et
0), [𝐻𝐸] (0 et 1), [𝐸𝐴] (1 et 0). Pour les six autres arêtes, [𝐶𝐷] (0, −1), [𝐷𝐴] (−1, 0), [𝐸𝐹 ] (1, 2),
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[𝐹𝐺] (2, 1), [𝐵𝐹 ] (1, 2), [𝐷𝐻] (−1, 0), la valeur 1
2 n’est pas atteinte. Dans chaque arête concernée

𝑠 = 1
2 (les valeurs aux extrémités diffèrent de ±1).

Conclusion : le plan (𝐼𝐽𝐾) coupe exactement six arêtes, en leurs milieux : 𝐼 sur [𝐴𝐵], 𝐽 sur [𝐵𝐶],
𝐾 sur [𝐶𝐺], 𝐿 (1

2 ; 1 ; 1) sur [𝐺𝐻], 𝑀 (0 ; 1
2 ; 1) sur [𝐻𝐸], 𝑁 (0 ; 0 ; 1

2) sur [𝐸𝐴].
4. Deux points consécutifs de la liste 𝐼, 𝐽, 𝐾, 𝐿, 𝑀, 𝑁 (et le couple 𝑁, 𝐼) appartiennent à une même

face : 𝐴𝐵𝐶𝐷, 𝐵𝐶𝐺𝐹 , 𝐶𝐷𝐻𝐺, 𝐸𝐹𝐺𝐻, 𝐴𝐷𝐻𝐸, 𝐴𝐵𝐹𝐸 respectivement. La section est donc
l’hexagone 𝐼𝐽𝐾𝐿𝑀𝑁 . Les côtés :

⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐼𝐽 (1
2 ; 1

2 ; 0) , ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐽𝐾 (0 ; 1
2 ; 1

2) , ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐾𝐿 (−1
2 ; 0 ; 1

2) , ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐿𝑀 (−1
2 ; −1

2 ; 0) , ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑀𝑁 (0 ; −1
2 ; −1

2) , ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑁𝐼 (1
2 ; 0 ; −1

2) .

Ainsi ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐿𝑀 = − ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐼𝐽 , ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑀𝑁 = − ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐽𝐾, ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑁𝐼 = − ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐾𝐿.
Conclusion : la section est un hexagone dont les côtés opposés sont parallèles deux à deux (et de
même longueur).
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