Fiche 4 : suites arithmético-géométriques

Fiche 4 : suites arithmético-géométriques

Huit exercices sur les suites du type un,11 = au, + b, les suites « auxiliaires » et les problémes de

modélisation (population, placement, évolution en pourcentage).

C'est un classique du bac : le sujet te donne presque toujours la suite auxiliaire, a toi de la traiter

proprement.

Toutes les corrections sont rédigées comme on l'attend au bac : calcul de v, écrit en entier,

raison et premier terme énoncés, conclusion.

La méthode en cing étapes

1. Trouve le point fixe £ en résolvant £ = al + b, soit £ = 7 (avec a # 1).

2. Pose v, = u, — £ (ou utilise la suite auxiliaire donnée par 1'énoncé).
3. Montre que (v,) est géométrique de raison a : vy+1 = au, +b— £ = a(u, —£) = av,.
4. Bcris v, = vy x a", puis u, = £ + (uy — £)a™.

5. Conclus sur la limite : si —1 <a <1, u, — £. Si a > 1, la suite diverge.

Les pieges classiques

e Se tromper de raison : la raison de (v,) est a, pas £, pas b.
® Qublier de calculer vg : vg = ug — £, pas uyg.
e Un signe faux dans v, = u,, — £ (ou u, + £) : vérifie en calculant v; a la main.

e Traduire mal 1'énoncé : « baisse de 10 % » se traduit par « x0,9 », « augmente de 5 % » par «
x1,05 ».

® Dire que la suite converge alors que a > 1.

Astuce : calcule toujours u; a la main, puis vérifie ta formule finale avec n = 1. Si elle ne colle

pas, tu as trouvé ton erreur avant le correcteur.

Exercice 1 (%) : le cas standard

On définit uy =1 et, pour tout n € N, u,,,; = 0,5u,, + 3.
1. Montrer que la suite (v,) définie par v,, = u,, — 6 est géométrique.
2. Exprimer v, puis u,,, en fonction de n.

3. Déterminer la limite de (uy).

Correction de l'exercice 1
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Question 1
Pour tout n € N :

Upe1 = Upyy —6=05u,+3—-6=05u,—3=0,5(u, —6)=0,5v,

Donc (v,) est géométrique de raison 0,5 et de premier terme vy = up — 6 = —5.
Question 2
Pour tout n € N, v, = vy x 0,5" = —5 x 0,5". Comme u, = v, + 6 :

U, =6 —5x0,5"

Question 3

Comme —1 < 0,5 < 1, 0,5 — 0. Par produit puis par somme :
limu, =6

Vérification :u3 =05 x14+3=3bet6—-5x0,b=3,5

Exercice 2 (%) : une raison supérieure a 1

On définit ug = 5 et un 1 = 3u, — 4. Trouver le nombre £ tel que £ = 3¢ — 4, puis exprimer u, en

fonction de n et étudier sa limite.

Correction de l'exercice 2
4

Le point fixe
L'équation £ = 3¢ — 4 équivaut a 2 = 4, donc £ = 2. On pose v, = u, — 2.
La suite auxiliaire
Pour tout n € N :
Unt1l = Unt1 — 2 =3u, — 4 — 2 =3u,, — 6 = 3(up, — 2) = 3u,
Donc (v,,) est géométrique de raison 3 et de premier terme vy =5 — 2 = 3.
L'expression de u,
Pour tout n € N, v, = 3 x 3" = 371,
u, = 2+ 3+
La limite
Comme 3 > 1, 3" — +00. Par somme :
lim u,, = +00

Ici la raison est supérieure a 1 : la suite diverge.
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\ l Vérification s u1 =3 x 5 —4 =11 et 2 + 32 = 11

Exercice 3 (%) : une raison négative

On définit ug = 10 et u,11 = —0,5u, + 6.
1. Exprimer u, en fonction de n.
2. Déterminer la limite de (up).

3. La suite (uy,) est-elle monotone ?

Correction de l'exercice 3
4

Question 1

L'équation £ = —0,5¢ + 6 équivaut a 1,5¢ = 6, donc £ = 4. On pose v, = u, — 4. Pour tout
neN:

Unt1 = —0,5u, +6 —4=—-0,5u, +2=-0,5(u, —4) = —0,5v,

Donc (v,,) est géométrique de raison —0,5 et de premier terme vy = 10 — 4 = 6. Pour tout
n €N, v, =6 x (—0,5)", donc :

up, =446 x (—0,5)"

Question 2

Comme —1 < —0,5 < 1, (—=0,5)" — 0. Par produit et par somme :
limu, =4

Question 3

Onawu=10,u; =—-05x104+6=1et ug = —0,6 x 1 +6 = 5,5. Comme u; < ug et u; <

U2, la suite n'est ni croissante ni décroissante :
elle n'est pas monotone.

Elle converge pourtant : la raison négative fait osciller la suite autour de sa limite.
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Exercice 4 (% %) : évolution d'une population

1

2

w

ot

(

Un parc animalier compte 800 animaux au ler janvier 2026.
Chaque année, 10 % des animaux quittent le parc, et 60 nouveaux animaux arrivent.

On note u, le nombre d'animaux au ler janvier de 'année 2026 + n, donc uy = 800.

. Justifier que u,+1 = 0,9 u,, + 60.

. On pose v, = u,, — 600. Montrer que (v,) est géométrique.
. Exprimer u,, en fonction de n.

. Déterminer la limite de (u,) et l'interpréter.

. A partir de quelle année le parc compte-t-il moins de 650 animaux ?

Correction de l'exercice 4

Question 1

Si 10 % des animaux quittent le parc, il en reste 90 %, soit 0,9 u,. On ajoute les 60 arrivées.
Donc, pour tout n € N, u,,; = 0,9u, + 60.

Question 2

Pour tout n € N :

Vni1 = Uni1 — 600 = 0,9 u, + 60 — 600 = 0,9 u, — 540 = 0,9(u, — 600) = 0,9 v,,

Donc (v,) est géométrique de raison 0,9 et de premier terme vy = 800 — 600 = 200.

Question 3

Pour tout n € N, v,, = 200 x 0,9".

u, = 600 + 200 x 0,9"

Question 4

Comme —1 < 0,9 < 1, 0,9 — 0. Par produit et par somme :

lim u,, = 600

Interprétation : a long terme, le nombre d'animaux se stabilise autour de 600.
Question 5

On cherche le plus petit entier n tel que u, < 650, c'est-a-dire 200 x 0,9" < 50, soit 0,9" <

0,25. La suite (0,9") est strictement décroissante. A la calculatrice :
0,91 ~ 0,254 > 0,25
0,9'* ~ 0,229 < 0,25

Donc n = 14.
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\ l C'est en 2026 + 14 = 2040 que le parc compte moins de 650 animaux.

Exercice 5 (% %) : un placement avec versements

Léa place 1 000 € a intéréts composés au taux de 5 % par an.
Chaque année, juste apres le calcul des intéréts, elle ajoute 100 €.

On note u,, le capital, en euros, au bout de n années, avec uy = 1000.
1. Justifier que u,; = 1,05u, + 100.

2. On pose v, = uy + 2000. Montrer que (vy,) est géométrique.

3. Exprimer u, en fonction de m, puis déterminer la limite de (u,).

4. Au bout de combien d'années Léa dépasse-t-elle 5 000 € ?

Correction de l'exercice 5
4
Question 1

Une augmentation de 5% correspond & une multiplication par 1,05. On ajoute ensuite 100 €.
Donc, pour tout n € N, u,1 = 1,05 u, + 100.
Question 2
Pour tout n € N :
Unt1 = Unt1 + 2000 = 1,05 u,, + 100 + 2000 = 1,05 u,, + 2100 = 1,05(u,, + 2000) = 1,05 v,

Donc (v,) est géométrique de raison 1,05 et de premier terme vy = 1000 + 2000 =
3000.

Question 3

Pour tout n € N, v, = 3000 x 1,05".

u, = 3000 x 1,05" — 2000

Comme 1,05 > 1, 1,05" — +o00. Par produit et par somme :
lim u, = +o00

Question 4

On cherche le plus petit entier n tel que u,, > 5000, soit 1,05 > % ~ 2,333. La suite

(1,05") est strictement croissante. A la calculatrice :
1,057 ~ 2,292 < 2,333

1,05'8 a2 2,407 > 2,333
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Donc n = 18.

Léa dépasse 5 000 € au bout de 18 ans.

Astuce : le nombre —2000 vient de £ = 1105 = —2000. Quand la raison est supérieure a 1

, £ n'est plus une limite, mais il reste utile pour poser vy,.

Exercice 6 (%% %) : une suite auxiliaire avec « n »
o 2 1
On définit uyg = 2 et, pour tout n € N, u,, 1 = §u” + gn + 1. On pose v,, = u,, — N.
1. Calculer uy et us.
2. Montrer que (v,,) est géométrique de raison =
3. Exprimer v,, puis u,, en fonction de n.

4. Déterminer la limite de (uy).

5. Etudier le sens de variation de (u,,).

Correction de l'exercice 6

(

Question 1
1 7
U1_§X2—|—§X0—|—1:§
U 2><7—|—1><1—|—1—14—i-3—|—9—26
73733 9 99 9
Question 2
Pour tout n € N :
2 n 2 2 2
vn+1—un+1—(n+1)—gun+§+1—n—1—gun—gn—g(un—n)—gvn

Donc (v,) est géométrique de raison 3 de premier terme vy = ug — 0 = 2.
Question 3

2 n
Pour tout n € N, v,, =2 X (§> .

2 n
n=n+2x |-
wn = (3)

4 7
V/ ﬁ ti : :1 — = — ¢t :2 - = —
érification : u; + 373 et uy + 9 9

Question 4
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2 n
Pour tout n, (5) > 0, donc u, > n. Comme limn = +oo, d'apres le théoréme de
comparaison :
lim u, = 400

Question 5

Pour tout n € N :

2 n+1 2 n 2 n 2 2 n+1
n+1
Comme 0 < <§> < 1, cette différence est strictement positive.

La suite (u,) est strictement croissante.

Exercice 7 (%% %) : une suite homographique

2uy,
U, +1°

1
On définit ug = 2 et, pour tout n € N, u, 1 =

1. Démontrer par récurrence que, pour tout n € N, 0 < u,, < 1.

2. On pose w, = — — 1. Montrer que (wy,) est géométrique.
Un

3. En déduire u, en fonction de m, puis la limite de (uy,).

Correction de l'exercice 7
4
Question 1

Soit P(n) la propriété : « 0 < u, <1 »
1
Initialisation. uy = > donc 0 < up < 1: P(0) est vraie.

Hérédité. Soit k € N fixé tel que 0 < uj, < 1 (hypothese de récurrence). Alors u, +1 > 0,
2uyp,

donc uy ., = est bien défini et strictement positif. De plus, comme u;, +1 > 0 :

ug +

U1 <1 <= 2up <ur+1 <= up <1
ce qui est vrai par hypothése de récurrence. Donc 0 < uy,; < 1: P(k+ 1) est vraie.
Conclusion. P(0) est vraie et P est héréditaire.
Donc 0 < u,, < 1 pour tout n € N.
En particulier, u, # 0, donc wy, est bien défini.

Question 2
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Pour tout n € N :

w 1 _1_un+1_1_un+1—2un_1—un_1 l 1 —lw
nl Upi1  2u, N 2un, o 2u, 2 \u, 2"
Donc (w,) est géométrique de raison > et de premier terme wy=——-1=2—-1=
Uo
1.
Question 3
1\" 1 1\"
Pour toutne N, w, = =) .Donc — =1+ (=] .
2 Unp, 2
1 2"
Uy =

1+(3)" 2°+1

1 1\"
Comme —1 < 3 < 1, (§> — 0. Par somme et quotient :

limu, =1

I
W

2
Vérification : uy; = =3 et

Exercice 8 (% %) : le sens de variation dépend de u

(

On consideére u, ., = 0,8 u,, + 4, avec un premier terme v, quelconque.
1. Montrer que u,, = 20 + (uy — 20) x 0,8
2. Etudier le sens de variation de (up) selon la valeur de ug (avec uy < 20, up = 20 ou ug > 20).

3. Que peut-on dire de la limite 7

Correction de l'exercice 8

Question 1

L'équation £ = 0,8¢ + 4 équivaut a 0,2¢ = 4, donc £ = 20. On pose v,, = u,, — 20. Pour tout
neN:

Uiy = 0,8u, +4— 20 = 0,8u, — 16 = 0,8(u, — 20) = 0,80,
La suite (vy,) est géométrique de raison 0,8, donc v, = vy x 0,8" = (uyp — 20) x 0,8".
Un = 20 + (g — 20) x 0,8"
Question 2

Pour tout n € N :
Upi1 — U, = (ug —20) x 0,8" x (0,8 — 1) = —0,2 x (ug — 20) x 0,8"
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Comme 0,8" > 0, le signe de cette différence est celui de —(ug — 20) :
e siug <20, upp1 — up >0

(u,) est strictement croissante.

e siug =20, upt1 —u, =0

(un) est constante.

o siug > 20, upt1 —up <0

(un) est strictement décroissante.

Question 3

Comme —1 < 0,8 < 1, 0,8" — 0. Par produit et par somme :

lim u,, = 20 dans tous les cas.

Ce qui peut tomber au bac

e Une suite u,,; = au, + b avec une suite auxiliaire donnée (exercices 1 a 3, 5).
¢ Un probléme de modélisation avec pourcentages et ajouts (exercices 4 et 5).
¢ Une suite auxiliaire qui dépend de n (exercice 6) ou qui utilise 'inverse (exercice 7).

¢ Un seuil a trouver a la calculatrice ou avec Python (exercices 4 et 5).

QCM : une seule bonne réponse par question

1. Pour uny1 = 0,5 u, + 3, quel réel £ vérifie £ = 0,54+ 3 7

A. 6 (bonne réponse)

B.3

C.0,5

D. 12

Justification : £ — 0,50 =3 <— 0,6£/ =3 <— £ =0.
2. Avec £ = 6, la suite v, = u,, — 6 est :

A. géométrique de raison 0,5 (bonne réponse)

B. arithmétique de raison 3

C. constante

D. géométrique de raison 6

Justification : v, 1 = Uy, — 6 =0,5u, —3 =0,5(u, —6) =0,50,.
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3. Avec up = 10, on a u, = 6 + 4 x 0,5". Quelle est la limite de (u,) ?
A. 6 (bonne réponse)
B. 10
C.0
D. 400

Justification : 0,5" — 0, donc u, — 6.

4. Pour up4+1 = 3u, — 4, quel réel £ vérifie £ =3¢ —4 7

A1
C 2

B. -2
C. 4

D. 2 (bonne réponse)
Justification : £ =30 —4 < 20 =4 <— (= 2.
5. Pour ug = 5 et up+1 = 3u, — 4, on trouve u, = 2 + gntl, Quelle est la limite ?

A. 400 (bonne réponse)
B. 2
C.5
D.0

3n+1

Justification : — +o00 car la raison 3 > 1.

6. Dans 1'exercice 1, avec ug = 1 et u, 1 = 0,5, + 3, quelle est la raison de la suite auxiliaire v, =

U, — 6 7
A. 0,5 (bonne réponse)
B. 3
C. -5
D. 6
Justification : v, 1 =, —6 =0,5u, +3 —6=10,5(u, —6) =0,5v,.
7. Dans 1'exercice 2, avec ug = 5 et u,; = 3u,, — 4, quelle est la limite de (u,) ?

A 2
B.5
C.0

D. 400 (bonne réponse)
Justification : u, = 2 + 3" et la raison 3 > 1 : la suite diverge vers +oo.
8. Dans 1'exercice 4 (le parc animalier), quelle est la limite du nombre d'animaux u, ?

A +o0
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10.

B. 600 (bonne réponse)
C. 800
D. 60

Justification : u, = 600 + 200 x 0,9" et 0,9" — 0 : la population se stabilise vers 600.

. Dans l'exercice 5 (le placement de Léa), au bout de combien d'années son capital dépasse-t-il 5000 €

?

A. 18 ans (bonne réponse)
B. 100 ans

C. 5 ans

D. 10 ans

Justification : Avec u, = 3000 x 1,05" — 2000, on trouve que Léa dépasse 5000 € au bout de 18

ans.

1
Dans 1'exercice 7 (suite homographique), avec w, = — — 1, quelle est la limite de (u,) ?
n

A. 400

B. 0

oL

D. 1 (bonne réponse)

Justification : (w,) est géométrique de raison %, donc w,, — 0, donc u,, = ] —|—1w — 1
n
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