Premiere spécialité mathématiques Produit scalaire - Fiche Bases (corrigé)

Corrigé : Produit scalaire Fiche Bases }

B1.

1. 4-9=2%x(-3)+5x4=—-6+20=14detti-w=2x44+5x(—-1)=8—-5=3.
Conclusion : u-v=14 et u - w = 3.

2. ||Ju] = v224+5%2=v29 et ||U]| = /(—3)% +42 = /25 = 5.
1
3. Premiere facon : ¥+ w (3 ,donc - (U+w) =2x1+4+5x3=17. Seconde fagon (distributivité) :

U-(4+w)=u-v+u-w=14+3=17.
Conclusion : i - (U + w) = 17.
4.5 %= (—3) x4+4x (—1)=—12—4 = —16 £ 0.

Conclusion : ¥ et W ne sont pas orthogonaux.

5. Un vecteur (Z) est orthogonal a 4 si et seulement si 2a+5b = 0. Aveca =5et b=—2:10—10 = 0.

5
Conclusion : par exemple ( ) (tout vecteur non nul proportionnel a celui-ci convient).

B2. On utilise 4 - ¥ = || || cos € avec || |7] = 10.

1. 30° : 10c0s30° = 10 x — =5v/3.  90° : 10 cos 90° = 0.

135° : 10 cos 135° = 10 x (—?) = —5v/2.  180° : 10 cos 180° = —10.

oS

Conclusion : 5\f 0; —5\f —10.
2. i+ = |u)? +2%- v+||v\]2—25+0+4—29

3. 10cosf =5 donne cosf = 5, donc 6 = 60° dans [0°; 180°].

1. La droite (AB) est la droite horizontale passant par A : C” est le point situé a 1 carreau a droite
de A, D" a 6 carreaux a droite de A, E’ & 2 carreaux & gauche de A.
2. Ona AB = 4.
o AB et AC’ sont de méme sens, AC" =1 tAB-AC =4 x1=4.
e AB et AD’ sont de méme sens, AD' =6 : AB-AD =4 x 6 = 24.
o AB et AE’ sont de sens contraires, AE" = 2 : AB-AE = -4 x 2= —8.
— (4 — (1 — (6 — [ —2 -
3. Dans le repére indiqué : AB (0) , AC (3) , AD (2> ,AE ( ) ) .Donc AB-AC = 4x1+0x3 =4,
AB-AD=4x6=24¢t AB- AE =4 x (—2) = —8.
Conclusion : AB-AC =4, AB-AD =24, AB- AE = —8 (les deuz méthodes concordent).

B4.

U+92=16+2x5+9=35et |[u—¥>=16—2 x5+ 9 = 15.

b) (@ +7)- (i —73) = |u|>—|7|>*=16—-9=T7.

c) (2t —9)- (i +30) =2|u|?>+6u-v—v-u— 3> =32+30—5—27 = 30.
i —29)2 =9

Lo =
<l
- =

) |3 @)% — 127 - 7 + 4]7)2 = 144 — 60 + 36 = 120.
) cos(ihd) = i =
e) cos(t, V) = ———— = —.
[al o] — 12
1 1 15 15/2 1
2. Par définition, 4 -9 = = (|i + 9|* — [4]* — |9]?) = 5(49 —9—25)= 5 Puis cosf = ) ></5 =3

Conclusion : v -v =

2
15
? et l'angle vaut 60°.
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B5.
1. BA ( 2) et BC (6).Alors BA-BC =-12+12=0.

Conclusion : BA L B—C), donc le triangle ABC' est rectangle en B.
2. %= m(m—4)+3 = m*—4m+3. Les vecteurs sont orthogonaux si et seulement si m?—4m+3 = 0.
4—2 442
IciA:16—12:4,doncm:Tzloum:%:&
Conclusion : 4 1L U si et seulement st m =1 ou m = 3.
3.3x24+(—2)x3=6—-6=0.
Conclusion : les vecteurs directeurs sont orthogonauzx, donc les droites d et d’ sont perpendiculaires.
Bé6.
1. D’apres la formule d’Al-Kashi dans le triangle ABC : BC? = AB? + AC? —2 AB x AC cos BAC =
1
16 +36—2x4x6x 5:28.
Conclusion : BC = /28 = 2\/T ~ 5,29.
~ b +c?2—a® 25436—16 3

2. Aveca = BC =4,b=CA =5,¢c = AB = 6 : cosA = = = -

2bc 60 4’
Cosg_a2+62—b2_ 16+36-25 _ 9 = >+ —c* 16+25-36 1
. 2ac 48 - 16’ - 2ab 40 -8

Donc A ~ 41,4°, B ~ 55,8°, C' ~ 82,8°. Somme : 41,4 + 55,8 + 82,8 = 180,0.
Conclusion : les angles mesurent environ 41,4°, 55,8° et 82,8°, de somme 180°.

BT7.
. L 1 9 9 9 BC*?
1. Théoréme de la médiane : AB* 4+ AC* =2 Al- +

Conclusion : AI = /37 ~ 6,08.
1 15

2. Aire:%ABxAc*xsinETcz%x6x5xsin30°=%x6x5x§=?

, soit 25 + 81 = 2 AI? 4 32. Donc AI? = 37.

Conclusion : laire vaut 7,5 unités d’aire.

AB?
3. Théoreme de la médiane : MA2+MB? =2 MI?+

2MI? =18 < MI = 3.
Conclusion : c’est le cercle de centre I et de rayon 3.

=2MI?+8. Alors MA2+ MB? =26 <

BS.
. . o1 (0 .
1. Faux. Dans un repere orthonormé, 7 0 et ) sont non nuls et 7- 7= 0.

2. Vrai. |+ 9|? = |[d]? + 21 - + |[7]|?, donc Iégalité équivaut a 21 - ¢ = 0, c’est-a-dire a @ L .

1 2 2
3. Faux.Avecﬂ(O),ﬁ(1>,ﬁ)<5> CU-U=2=14-w mais U £ .

4. Vrai. 4-9=3x2xcosf =6cosf < 6 car cosf < 1 (et le résultat est immédiat si 'un des vecteurs

est nul).
2

5. Vrai. L’angle BAC vaut 60° : AB - AC = a x a x cos 60° = %.

6. Faux. L’angle entre AB et BC vaut 120° (les vecteurs ne partent pas du méme point : AB-BC =
2

—ﬂ~?ﬁ), donc AB - BC = a2 cos 120° = —%,

Bo.

1. ps((2, 5), (-3, 4)) renvoie 2 X (—3) +5 x 4 = 14. norme((3, 4)) renvoie /9 + 16 = 5 (soit
5.0).

2. La fonction renvoie la mesure en degrés de ’angle entre les deux vecteurs : arccos soit 45

1
1><\/§’
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(a larrondi des flottants pres).
3. def orthogonaux(u, v):
return ps(u, v) ==
4. On forme BA et ?Ci puis on teste la nullité de leur produit scalaire :

def rectangle_en_B(A, B, C):
BA = (A[0] - B[O], A[1] - B[1D)
BC = (c[0] - B[0], c[1] - B[1])
return ps(BA, BC) ==

Par exemple rectangle_en_B((-2, 1), (2, -1), (5, 5)) renvoie True (exercice B5).

B1o0.

3

3 -(2
1. Les coefficients de = et y donnent un vecteur normal 7 ( ) ; un vecteur directeur est d ( ) (on

abien-d=6—6=0). Pour E:3x1—2x4+5=0.
3 - (2
Conclusion : 1 ( 2) est normal, d (3) est directeur, et B € d.

2. M(z;y) €A <= AM - 11=0 <= 4(z—2)+3(y+1)=0 < 4z +3y—5=0.
Conclusion : A a pour équation 4x + 3y — 5 = 0.

2 6
3. Des vecteurs normaux sont (3) et ( 4) , de produit scalaire 12 — 12 = 0.

Conclusion : ces vecteurs normauz sont orthogonauz, donc les droites sont perpendiculaires.
4. M(x; y) est sur le cercle si et seulement si QM? = 16. Pour F : 0% +4% = 16. Pour O : 32+ (—2)? =
13 # 16.
Conclusion : équation (x — 3)% + (y +2)? = 16 ; F appartient au cercle, pas O.
5. On met sous forme canonique : 22 —4r = (x —2)2 —4 et y> + 2y = (y + 1) — 1. Avec c le terme
constant, I’équation s’écrit donc (x —2)? + (y+1)2 =5 — .
a) c=—4:(z—2)2+ (y+1)2=9: cercle de centre (2; —1) et de rayon 3.
b) c=5:(x—2)2+ (y+ 1) =0 : un seul point, (2; —1).
c) c=6:(z—2)2+ (y+1)?> = —1: impossible, ensemble vide.
Conclusion : cercle de rayon 3 ; le point (2; —1) ; ’ensemble vide.

B11.

1. Réciproque : «si BC? = AB? + AC?, alors le triangle ABC est rectangle en A ». Contraposée : « si
BC? # AB? + AC?, alors le triangle ABC n’est pas rectangle en A ». L’implication directe est le
théoréme de Pythagore : elle est vraie, donc sa contraposée aussi (une implication et sa contraposée
sont équivalentes). Pour la réciproque, la formule d’Al-Kashi donne BC? = AB? + AC? — 2 AB x
AC cos BAC. Si BC? = AB? + AC?, alors 2 AB x AC cos BAC = 0; comme AB #+0et AC # 0,

N

cos BAC = 0, donc BAC = 90° : la réciproque est vraie.
— (4 —— (0 —
2. AC (O) et BD ( 3) , donc AC-BD = 0 : les diagonales sont perpendiculaires. Mais AB? = 14+4 =

5et BC? = 9+4 = 13 : les cotés consécutifs [AB] et [BC] n’ont pas la méme longueur, donc ABC D
n’est pas un losange. Un losange a ses diagonales perpendiculaires : « étre un losange » est donc
une condition suffisante. Elle n’est pas nécessaire, puisque ABCD a des diagonales perpendiculaires
sans étre un losange (contre-exemple).

3. Supposons qu'un tel triangle existe. La formule d’Al-Kashi donne 36 = 4 + 9 — 12 cos B/A\C, soit
pE 23 S
cos BAC = 13 Or 12 > 1, ce qui contredit —1 < cos BAC < 1. L’hypothese est absurde : un tel
triangle n’existe pas.

— (=2 — — (2 — -
4. MA( 0 :z) etMB( 0$>,doncMA-MB—(—2—x)(2—x)—x2—4.
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e Siz<—2:22>4, donc MA-MB >0et M ¢ [AB].
e Si—2<x<2: 2?4, doncm'M—BgOetME[AB].
e Siz>2:22>4,donc MA-MB >0 et M ¢ [AB].
Dans les trois cas, MA-MB <0 < M € [AB].
5. a) Identité (vraie pour tous les points A, B, C, D) : A, B, C, D sont des variables.
b) Equation : x et y sont les inconnues, et I'ensemble de ses solutions (z; y) est un cercle.
c) Equation (d’une droite) : z et y sont les inconnues, m est un parametre.

Conclusion : réciproque et contraposée vraies ; « losange » est suffisante, non nécessaire ; pas de triangle
de cotés 2,3,6; MA-MB=2?>—-4<0 < x¢c[-2;2]
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