Premiere spécialité mathématiques Trigonométrie - Fiche Standard (corrigé)

Corrigé : Trigonométrie Fiche Standard }

S1.

5 3n 3
1. T et o sont dans | — 7; 7|. Pour g : g — 21 = —g, de mesure principale —g. Les coordonnées

de M(x) sont (cosz; sinx) :

o A<cos%;sin%) = (\ég, ;)7

1
e B (cosf)g; sini?) = (—\gg; 2), car cos(m —x) = —cosz et sin(m —x) = sinz;

« C=M (—g) est le symétrique de J = M <g> par rapport a l’axe des abscisses : C'(0; —1).

. ABZJ(_@?)Z(;_;):@

V3 N2 3 9
2 I — _ Jp— =
BC _(0+2 +(1 2) 11 3, donc BC = /3.
V3 o 2 3 9

Les trois cotés ont la méme longueur : ABC est équilatéral, de coté v/3.

1 1 3 1 3
3. (AB) est la droite d’équation y = 3 La hauteur issue de C vaut 3~ (—1) = 3 Aire = 3 % 3 x 5=
3V3 3 3
{. (Controle avec la formule du triangle équilatéral : {CQ = \4[ x 3.)
@ — @ + 0 1 + 1
4. Le centre de gravité a pour coordonnées | -2 32 ; 2 ?2) =(0;0) : c’est O.

3v3
Conclusion : ABC est équilatéral de coté /3, d’aire {, et son centre de gravité est O.

S2.

o1s . . ™ . . 7'['
1. On utilise sin(m — x) = sinx, cos 5 —¢) =sinz, cos(m+ x) = —cosz et sin 5 ) =cosx:
. . .2 2
P(z) =sinz x sinz + (—cosx) X cosx = sin” x — cos” x.

.2
Comme sin“z =1 —cos?x : P(z) =1—cos?z —cos?z = 1 — 2cos? z.

5 3 5 3 5 3
2 cos—7r = —i, donc cosQ—7T = —e P <£> =1—-—2x - = ——. (Avec la premiere forme :
6 2 6 4 6 4 2
L2bm 1 103 1)
in“f—=-et-—-=—-.
e T 11T e
1 1 1
3 00523:4,doncP<g>:1—2><4:32. ;
M <_Z> est le symétrique de M (%) par rapport a l'axe des abscisses, et Zﬂ =7 — % :
3 3 2 3 1 3 1
cos (—%) = coszﬂ = —cos% = \2[ Donc cos? (—%) =3 et P (—%) =1—-2x 3= 0.
. 3 9 16 16 7 N
4. Sisinx = —, alorscos*z =1— — = — et P(x) =1—2x — = ——. (Avec la premiére forme :
o 16 25 25 25 25
2% 9 = —%) Le résultat ne dépend pas du signe de cos x, car seul cos? z intervient.
5 1 1 3 3
Conclusion : P(z) = 1 — 2cos?z; P(—w) = —, p(f) = -, P<—£> = 0; si sinx = —,
6 2 3 2 4 )
P(x) = —3F quel que soit le signe de cos .
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S3.
. . .2 . . 2
1. (cosz +sinz)? = cos? z + 2sinx cos + sin“z = 1 + 2sinx cos z, car cos® x + sin“ x = 1.
: 11 . . 3 .
2. Avec cosz +sinz = 3 1= 1+ 2sinx cosz, donc 2sinz cosx = 1 et sinz cosz = ey

3 7
3. (cosz —sinz)? = cos?x — 2sinzcosz 4+ sin’x = 1 — 2sinzcosz = 1+ 1- 1 Pour z € }g7 7T|:,

le point M (x) est dans le deuxiéme quadrant : cosz < 0 et sinz > 0, donc cosx — sinz < 0. Ainsi

. 7 N4&i
COST —SInxr = — - = ——
4 2

4. On additionne et on soustrait les égalités cosx + sinz = 3 et cosx —sinz = —

17 17 _1+V7 147

, donc cosx = ; 2sinx , donc sinz =

2

2cosx =

Vérification : cosz ~ —0,411 < 0 et sinx ~ 0,911 > 0, en accord avec le deuxiéme quadrant ;

2 (=VTP+(1+V7)? 16

cosx +sinx = 137 cos?x +sin” x = 16 =16~ 1. Le point de coordonnées
1—V7T 147

4 7 4

valeurs sont bien compatibles avec les hypotheses.

V7 1—7 14+7

appartient donc au cercle trigonométrique, dans le deuxiéme quadrant : ces

Conclusion : sinxcosz = ——, cosx —sinz = ———, cosx = et sinz =
8 2 4 4
S4.
e . , . . ., 2T ™ . .
1. L’aiguille des minutes décrit 27 radians en 60 minutes, soit %0 ~ 30 radian par minute : en ¢

t
minutes, elle décrit 'angle u = ;LO Al2h M=10xJ,ouJ =M (g) L’aiguille tourne dans le
sens des aiguilles d’une montre, c’est-a-dire dans le sens indirect : ¢ minutes apres 12 h, M est le point

10 x M <g — u) Ses coordonnées sont (10 coS (g — u) ; 10sin (g — u)) = (10sinwu; 10 cosu).

2. . t:10:u:getM<10sing; 10cos%> = (5v3; 5).

o« t=25:u= %ﬂ et M(lOsinSg; 10cos5g> = (5; —=5V/3).

4 4 4 4 3

o t=40:u= hul et M(lOsini; 1OCOSI> = (—5\/3; —5), car sim—7r = —sinE = —£ et
3 . 3 3 3 2

s

7r
COS — = —COS — = ——.
3 3 2

3. Entre 12 h 10 et 12 h 25 s’écoulent 15 minutes, donc l'aiguille décrit I’angle 15 x ?:T—O = g radian.

Sur un cercle de rayon 10 c¢m, ’arc parcouru mesure £ = Ra = 10 x g = 5m ~ 15,7 cm.

4 2
4. En 12 heures, 'aiguille des heures décrit 27 radians. En 4 heures, elle décrit — x 27 = il radians,

12 3
2
dans le sens indirect. Par le méme raisonnement qu’a la question 1, H =6 x M (E — g) =6 X
_T ™Y Lean () = . . . 2 _ _ o2
M< 6),d0ncH<6€os< 6> ; 6s1n< 6>) = (3\/§7 3).AvecM(0, 10): MH* = (3\/§ 0) +

(—3—10)? = 27 + 169 = 196, donc M H = 14 cm.
5. OM? = (10simu)2 + (IOCosu)2 = 100 (sin2u+cos2 u) = 100, donc OM = 10 : Pextrémité de
I’aiguille reste sur le cercle de centre O et de rayon 10 cm.

Conclusion : M (12 h 10) = (5v/3; 5), M(12 h 25) = (5; —5v/3), M (12 h 40) = (—5v/3; —5) ; chemin
de 57 ~ 15,7 cm; a4 4 h, H(3V/3; —3) et MH = 14 cm; OM = 10 & tout instant.

S5.

1. La rampe est ’hypoténuse d’un triangle rectangle de longueur 6 m, d’angle % avec ’horizontale. La
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1
hauteur est le c6té opposé : 6sin% =6 X 3= 3 m. La longueur horizontale est le c6té adjacent :
Gcos%:GX ?:3\/§~5,2m.
2. a) Le triangle ABC est isocele en A : la médiane (AH ) issue de A est aussi la hauteur, donc (AH) L
BC BH
(BC) et ABH est rectangle en H, avec BH = - = 6 m. Dans ce triangle, cos% =15 donc
6 12 AH 1
AB = Nl % = 4v/3 m. De plus Sin% =15 donc AH = 4/3 x 5 2+/3 m. (Controle :

2
AH? + BH? =12+ 36 = 48 = AB?.)

1 1
b) Azi><BC><AH:§><12><2\/§:12\/§m20,8m2.
3. Soit H’ le milieu de [B’C"’]. Comme & la question 2, A’B’H’ est rectangle en H’, avec A’H’ = 3

— A'H’
m et A/B'H = % Alors sin% = T donc A’B’" = = 6 = 3v2 m ~ 4,2 m. Puis

V2

w‘é‘ w

2
B'H = A/B'cosg =3v2 x \Qf =3m, et BC' =2B’H’ =6 m.
Conclusion : rampe : hauteur 3 m et longueur horizontale 3v/3 m; premier toit : AB = 4v/3 m,
AH = 2v/3 m, aire 12v/3 ~ 20,8 m? ; second toit : B'C’ =6 m et A’B’ = 3v/2 m.
S6.

2w ™
1. La roue fait un tour (27 radians) en 8 minutes, soit 3 =1 radian par minute : en t minutes,

4
t N
la nacelle décrit I’angle WZ, dans le sens direct. A ¢t = 0, la nacelle est au point le plus bas, de

coordonnées (0; —10) = 10 x M (—E) dans le repére de centre C. A linstant ¢, elle est donc en

t t t
10 x M (—I + W—), de coordonnées (10 cos <7TZ — E) ; 10sin (W— — I))

2 4 2 4 2
N . T Tt . T
2. Le centre C est a 12 m du sol, donc h(t) = 12 + 10sin (u— 5) avec u = . Or sin (u— 5) =
. m T N . . . 7T
—sin <§ — u> = —cosu (symétrie par rapport a 'axe des abscisses, puis sin 5~ u) = cosu).

t
Donc h(t) = 12 — 10 cos %

3. « h(0)=12—10cos0 = 2;
. h(l):12—106082212—5\/§m4,9;
. h(2):12—10(:osg:12;

3
. h(3) = 12—10cosz7T - 12+1()cos£ — 12+ 52~ 19,1;

o h(4)=12—10cosm = 22.
La nacelle part du point le plus bas (2 m) et atteint le plus haut (22 m) apreés 4 minutes, soit un

Wor % 5 lr 3

T T ow T T . ™ 3w

4. TH— 5 = 35 + 27, donc COS - = CoS 5 = 0 et h(l(l)i = 123. De méme = — 1 + 27, donc
cos Tﬂ = cos ZW et h(11) = 12452 = h(3). Les réels Tﬂ et Zﬂ different de 27 : ils ont la méme

image sur le cercle trigonométrique, donc le méme cosinus. Concrétement, 11 — 3 = 8 minutes est
la durée d’un tour : la nacelle retrouve la méme position, donc la méme hauteur.

3
5. Entre t = 1 et t = 4, il s’écoule 3 minutes, et la nacelle décrit I'angle 3 x g = Zﬂ La distance
3 15
parcourue est la longueur de l'arc : £ = Ra = 10 x Zﬂ = TW ~ 23,6 m. La vitesse moyenne est
15w/2 5
7?:/ = g ~ 7,9 m/min.

Conclusion : h(t) = 12—10cos %t s h(0) =2, h(1) = 12—5v/2, h(2) = 12, h(3) = 124+5V/2, h(4) = 22;
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15
h(10) = 12 et hA(11) = h(3); la nacelle parcourt TW ~ 23,6 m entre t = 1 et t = 4, & la vitesse moyenne
)
g ~ 7,9 m/min.
S7.

1. La longueur du cercle trigonométrique est 27 : passer de x a x — 27 revient a retrancher un tour

complet a 'enroulement de la droite des réels. On arrive donc au méme point du cercle.

. " 177 11w bn . « . N
2. Les valeurs successives de x dans la premiere boucle sont —, ——, — puis —3 Les trois premieres

3 3

sont strictement supérieures a m, la derniere ne l’est pas : I'instruction x = x - 2 * pi est exécutée

3 fois. La seconde boucle ne s’exécute pas (—g > —). La fonction renvoie —g ~ —1,047.

9 R , ;
3. Pour z = R la premiére boucle ne s’exécute pas (r < 7). Dans la seconde, z < —7 : on ajoute

T
27 une fois (1 fois) et on obtient 1 qui est strictement supérieur & —m. La fonction renvoie
T

—— ~ —0,785.
4 9
4. Apres k soustractions, la valeur de x est 100 — 2kw. La boucle continue tant que 100 — 2kw > 7,
100 —
c’est-a-dire tant que k < PN 15,4. Pour k£ = 15, 100 — 307 =~ 5,75 > 7 : la boucle continue;

pour k = 16, 100— 327 ~ —O,g31 < 7 : elle s’arréte. L'instruction est exécutée 16 fois, et la fonction
renvoie 100 — 327 &~ —0,531 (la seconde boucle ne s’exécute pas, car —0,531 > —).

5. A la sortie de la premiére boucle, z < 7. Si z > —, la seconde boucle ne s’exécute pas et x €|l—m; ml.
Sinon z < —7 : chaque passage dans la seconde boucle ajoute 2w, donc la boucle s’arréte au bout
d’un nombre fini de passages, avec x > —m. Avant le dernier passage, on avait x < —m, donc apres
ce passage * < —m + 2w = 7. Dans tous les cas la valeur renvoyée est dans | — 7; 7], et elle a la
méme image que la valeur initiale (on n’a ajouté ou retranché que des multiples de 27). Pour x = 7 :
m > 7 est faux et m < —m est faux, aucune boucle ne s’exécute, la fonction renvoie pi.

6. from math import cos, sin

def coordonnees(x):
return (round(cos(x), 3), round(sin(x), 3))

7T V3

7 7 1
Pour z = % : COS 3 = 5 ~ —0,866 et sin g = 5 La fonction renvoie (-0.866, -0.5).

T T
Conclusion : la fonction mesure_principale renvoie —— =&~ —1,047 pour 5 (3 soustractions),

9 7
T —0,785 pour _Zﬂ (1 addition) et ~ —0,531 pour 100 (16 soustractions) ; pour %, coordonnees

renvoie (-0.866, -0.5).
S8.

2
1. Les n sommets sont régulierement répartis : 6 = T Comme n > 3,0 ¢ ]0; ;} C|0; [, donc
n

sing > 0.
2. Le triangle OA; A, a pour base [OA,], de longueur R, sur 'axe des abscisses. La hauteur issue de

1
A, est I'ordonnée de A, : Rsinf. Aire = §R x Rsinf = —R?sinf. Les n triangles OA, A, sont

2 2
isométriques (rotation de centre O), donc A, = n x = R?sin o gR2 sin —.
n
3. Pour R=1:
T 3V3
6 sin 5

. ./18:48111%:2\/5;

T
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Conclusion : A, = ZRQ sin —; Ag =
n

S9.

1.

2
Comparaison des carrés (nombres positifs) : (3\2/§> = Z7 = 6,75, (2v/2)? = 8, 32 = 9. Donc
3
\f <2V/2<3<m.
2
As = §sm 3 X @ 3\—f C’est laire trouvée en S1 : le triangle ABC' est inscrit dans le

2 3 2 2 4
cercle trigonométrique (R = 1).

. Les valeurs 2,5981, 3, 3,1058, 3,1326, 3,1394 croissent et se rapprochent de 7w &~ 3,1416. On conjecture

que A, est croissante et tend vers 'aire du disque, 7, lorsque n devient grand.

2 3v3
T \Qf, Ag = 2V/2, A5 = 3, tous inférieurs & 7 pour R = 1.

o Ay=1I(1;0), Ay =J(0;1), Ay(—1;0), Ag(0; —1) (points des axes);
T T = (ﬂ V2

.A( . v
1COS S11 272

sy ) (valeur remarquable) ;

2 2
o« Ay=M <7r — %) est le symétrique de A; par rapport a ’axe des ordonnées : (—\2[ ; \2[) ;
2 2

o« Ay =M (7‘(‘ + %) est le symétrique de A; par rapport a O : <_\§; —\2[> ;

T s T . N .
e Ar=M < Z) (car T -1 + 27) est le symétrique de A, par rapport a l’axe des abscisses :

(ﬂ / ﬁ)
2

2

2 2

. AgA? = ( f) —|—<\f) :1—\/5—1—%4-%:2—\/5.AOAgz(0—1)2+(1—0)2:2,d0nc

. Ay(1;0), Ay(0; 1), Ay(—1;0), Ag(0; —1). Chacun des quatre cotés AyAy, AsA,, A4Aq, Agdy a

pour carré 1 +1 = 2 : les quatre cotés ont pour longueur v/2, donc Ay A,A, A4 est un losange.
Ses diagonales [AjA,] et [A544] ont pour longueur 2 : un losange dont les diagonales ont la méme

2
longueur est un carré. Son coté vaut V2 et son aire (\/5) = 2.

2 2 272 2 2
le triangle AjA; A, est isocele en A;, donc la médiane [A; K] est aussi la hauteur issue de A;.

AlKQ_Q(ﬁ—l) :2><(\/§_1) _3_22\/5,@ (1—\6) e lo3o2ve

.K(HO,O“) (1 1)AA? (‘/5):(‘/51)2:;+;ﬂ+1=2\/§=A0A%:

2 2 4 2 2 2

2 2
avecl—\g>0:A1K:1—\f.

2
\/§>:\/§

. . 1 1 1
Alredutrlangle:2><A0A2><A1K:2><\/§><(1_2 5 3 5

V2

—1
. Aire de 'octogone = 2 + 4 x —5 =24 2v2 -2 = 2v2. Cest la valeur de Ag obtenue en S8

n T
(question 3) avec la formule §R2 sin — : les deux méthodes concordent.
n

Conclusion : AjA? =2 — /2, AyA, = V2; AgA, A Ag est un carré de coté /2 et d’aire 2; l'aire de
I’octogone est 24/2.
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