Premiére spécialité mathématiques Fonction exponentielle - Fiche Défi (corrigé)

Corrigé : Fonction exponentielle Fiche Défi }

D1.

1. ¢'(z) = exp’(x) exp(—z) + exp(z) X (—exp’(—z)) = exp(z) exp(—z) — exp(z) exp(—2z) = 0. Donc ¢
est constante sur R, égale a ¢(0) = exp(0) exp(0) = 1. Ainsi exp(z)exp(—z) = 1 pour tout x : un
produit égal & 1 n’a aucun facteur nul, donc exp(x) # 0.

f exp—fexp’ f exp —f exp

2. exp ne s’annule pas, donc v est dérivable sur R et ¢ = 5 3 = 0. Donc
exp exp
0
1 est constante, égale a 1(0) = f((ZJ) = 1. Ainsi f = exp : il n’y a qu’une seule fonction vérifiant
exp

ces conditions.

3. g est dérivable (composée de =  a + x et de exp, divisée par la constante non nulle exp(a)) et
exp’(a+z)  exp(a+x) exp(a)

g (x) = = = g(x). De plus ¢g(0) = = 1. Par unicité (question 2),
D= e e O 0= o) | )
g = exp, soit expla + z) = exp(z), donc exp(a + x) = exp(a) exp(z).
exp(a)

4. exp(z) =exp(§ + §) = (exp %)2 > 0, et exp(z) # 0 d’apres la question 1. Donc exp(z) > 0.

1 exp(a) )
donc exp(a — b) = exp(a)exp(—b) = . Ensuite

Ot (@ =b) = expla)exp(-b) = 20

5. D’apres la question 1, exp(—b) =
2
)

exp(2z) = exp(x + ) = exp(x exp( ) = (exp(a:))2 et exp(3z) = exp(2x + ) = (exp(x))” exp(x) =
(exp(x))3. En continuant ainsi, on conjecture exp(nz) = (exp(x))” pour tout entier naturel n, et,
ac)n.

avec exp(—nz) = , la méme formule pour n entier relatif; c’est la notation e™* = (e

exp(nx)
D2.

1. ¢'(x) = f'(x)e ™ + f(x) x (—ke™*®) = (kf(x) —kf(z))e ™ = 0. Donc g est constante, égale &
g(0) = £(0). Ainsi f(x)e " = f(0), d’ou f(x) = f(0)ek* (on multiplie par e*).

2. (Cek?) = kCek™ = | x (Ceho).

3. D’apres la partie A avec k = —2 : f(z) = Ce 2%, La condition f(1) = Ce 2 = 3 donne C = 3e?,
donc f(z) = 3e?e2® = 3?72, Vérification : f/'(r) = —6e?72% = —2f(x) et f(1) = 3’ = 3.

4. N(t) = Nye %1t La proportion restante est ]\]fét) =e Ol =¢! &= —0,lt=-1 < t=10.

0
Conclusion : au bout de 10 jours, il reste la proportion e~! des noyaux initiaux.

5. Avec z = y = 0 : f(0) = f(0)2, donc f(0)(f(0) —1) = 0. Si f(0) = 0, alors pour tout z, f(x) =
f(x+0)= f(x)f(0) =0 : f serait identiquement nulle, ce qui est exclu. Donc f(0) = 1.

6. On fixe y et on dérive z = f(z +y) = f(2)f(y) : f'(x +y) = f(x)f(y). Pour z = 0 : f'(y) =
f/(0)f(y). D’apres la partie A avec k = f/(0) : f(z) = f(0)eks = b=,

D3.

1. f,=wavecu(z)=x+aetv(x)=e?: fl(x)=e*—(z+a)e " =(l—a—ux)e "

2. Pour tout z, e™® > 0 : f.(z) a le signe de 1 — a — x, positif si z < 1 — a et négatif si z > 1 —a. Et
fo(l—a)=(1—a+a)e 1% = a1,

x —00 1—a +0oo

Le maximum est atteint en M, (1 —aj; et

3. Pourz=1—a:e %= e_<1_“> , qui est I'ordonnée de M,. Donc M, € I" pour tout a.
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4. v 1=1=¢e" <= a=1;e"1=¢! <= a=2.

5. f(x)— fo(z) = (x+a)e ™ — (x+b)e ™ = (a—b)e*. Comme e * > 0, cette différence a le signe
de a — b pour tout z : si a > b, C, est strictement au-dessus de C,; si a < b, elle est strictement en
dessous. La différence ne s’annule jamais : les courbes n’ont aucun point commun.

6. f,(0)=aet f,(0)=1—a:y=(1—a)r+a. Le point P(xp; yp) appartient a toutes ces tangentes
siyp = a(l —zp)+xp pour tout a, ce qui exige 1 —xp = 0, soit xp = 1, puis yp = 1. Vérification :
pourz =1, (1—a)+a=1.

Conclusion : toutes les tangentes en 0 passent par P(1; 1).

D4.
e’ —1 o . . . 1—e”
1. f(—x) = — 1 On multiplie numérateur et dénominateur par e” : f(—z) = To = —f(z). La
e e
fonction est impaire : sa courbe est symétrique par rapport a l'origine.
T (AT 1) — (e — 1) e® e
2.fzgavecu(x):e“—l,v(x):eg”+1>0:f’(a:):e(eJr) (62 Je = ¢ 5 > 0.
v (e +1) (e +1)
Donc f est strictement croissante sur R.
er+1—e"+1 2 er+1+e"—1 2e”* L
3. 1— f(z) = ey = =1 et 14 f(z) = ey = ar1 Ces deux quantités
sont strictement positives (car e* > 0), donc f(x) < 1et f(x) > —1.
2 1
4. £(0) =0 et f’(())zzzi:y:g.
5. Le second membre vaut f(2) par définition de f. Comme f est strictement croissante, elle prend
2
—1
chaque valeur au plus une fois : ’équation f(x) = 621 = f(2) a pour unique solution x = 2. Pour
e

f(x) =1 : impossible car f(z) < 1 pour tout z (question 3). S = 0.
D5.

1. hi(x) =e® —1 —a > 0 d’apres l'inégalité rappelée. Donc h, est croissante sur [0; +00[, et hy(0) =
1—1=0: hy(x) >0 pour z > 0.
2
2. hi(x) =e"—1—2x— % = hy(z) = 0 pour = > 0. Donc hg est croissante sur [0; +oo[ avec hq(0) =0 :
1 16 8

1
h >0.P =l:ez21+14+-—4+-=— —.
3(x) our x e + +2+6 6 3

3. k'(x) = —1+z+e *. D’apres l'inégalité appliquée a —z, e® > 1—x, donc k' (x) > 0. k est croissante
sur [0; +oo[ et K(0)=1—-04+0—1=0: k(x) > 0.
2

4. m'(z)=—€e*+1—z+ % = k(x) = 0 pour x > 0. Donc m est croissante avec m(0) =1—1=0:
1
m(z) >0.Pourz=1:e!>1-1+ 3763 La fonction inverse étant décroissante sur |0 ; +o0],
e<3
8 . 8 1 .
5. 3 < e < 3, avec une amplitude de 3 — 3=3 (Valeur réelle : e ~ 2,718.)
D6

1. v(0) = 50(1 — 1) = 0. v/(t) = 50 x 0,292 = 10e7%%! > 0 : v est strictement croissante. Comme
e %2 > 0, on a v(t) = 50 — 50e~%?t < 50.

2. a(t) = 10e %% et a(0) = 10 m/s? : au départ, le parachutiste accélére comme en chute libre (g ~ 10
m/s?). a’(t) = —2e %% < 0 : a est strictement décroissante (I’accélération diminue au fur et a
mesure que la vitesse approche 50 m/s).

3. 10— 0,20(t) = 10 — 10 (1 — e 02t) = 10602 = v/ (1),

4. v(t)=50(1—e!) <= e ¥ =¢! <= —02t=-1 < t=5. Alorsv(5) =50 (1 —e ') ~ 31,6
m/s.

5. Le test de boucle est 50 * (1 - exp(-0.2 * t)) < 45.Ontrouve v(11) =50 (1 — e ?) ~ 44,46 <
45 et v(12) = 50 (1 —e %) ~ 45,46 > 45. Le script renvoie 12. Comme v est croissante, v(t) >
v(12) > 45 pour tout ¢ > 12.

Conclusion : la vitesse atteint 90 % de la vitesse limite 12 secondes apres le saut.
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D7.

1. f(1—e ) =2,doncl=eY+2 Alorsv, ., =u,.; —L=e¢tu, +2— (e U +2)=e(u,—0) =
e lv,. La suite (v,) est géométrique de raison e~! et de premier terme v, = —/.

2. v, =—le ™ (car (e )" =e "), doncu, =f+uv, =~0(1—e").

3. Pour tout n, —(n+ 1) < —n donc e~ (1) < e . 1 — e ™ est strictement croissante, et £ > 0, donc
(u,,) est strictement croissante. De plus 0 < e < 1,donc 0 < 1 —e ™ <1let0 < u, </ On
conjecture que (u,,) se rapproche de ¢ (elle est croissante et majorée par ¢).

2 2e
4. (= = ~ 3,164.
l—el e—1 ’
from math import exp
u=20
n=20

while u <= 3.1:

exp(-1) * u + 2
n=n+1

print(n)

[
I

Onau;="0(1—e3)a3,006<3,1etu, =¢(1—e?)~3,106> 3,1. Le script renvoie 4.
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