Premiere spécialité mathématiques Variations et courbes représentatives - Fiche Défi (corrigé)

Corrigé : Variations et courbes représentatives Fiche Défi }

D1.

1. Pour 0 < |h| < d,a+h €la—d;a+6[ donc f(a+h)— f(a) <0.Si0 < h <d,on divise par h > 0 :
7(h) < 0. 51 —6 < h <0, on divise par h < 0 : 7(h) > 0.

2. Quand h — 0 avec h > 0, 7(h) < 0 donne a la limite f'(a) < 0. Quand h — 0 avec h < 0, 7(h) > 0
donne f’(a) > 0.
Conclusion : f'(a) < 0 et f'(a) > 0, donc f'(a) = 0. (Le raisonnement est le méme pour un
minimum local, avec les signes échangés.)

3. Non. Pour f(z) =23, f/(0) = 0, mais f est strictement croissante sur R : 0 n’est pas un extremum.
Il faut en plus que f’ change de signe en a : de + & — pour un maximum local, de — & + pour un
minimum local.

, 3(x+2)—(Bx—1) 7 , 7 /
4. v (z) = EFTIE = @12y etv'(x) = @i (dérivée de —7 x ey 2). Donc (u—v)" =
17
0 sur lintervalle | — 2; 400 : u — v est constante. En 0 : u(0) — v(0) = ) + 5= 3. Calcul direct :
3r—1+7 346
u(x) —v(z) P o i
Conclusion : u(x) —v(z) = 3 pour tout x > —2, soit u(x) =3 — oY

5. Pour tout z, f(—z) = f(x). La fonction = +— f(—x) a pour dérivée = +— —f'(—z) (dérivée de
g(ax + b) avec a = —1). En dérivant 1’égalité : —f'(—x) = f'(x), soit f'(—z) = —f'(z) : f’ est
impaire. En x =0 : f'(0) = —f’(0), donc f'(0) = 0.

Conclusion : la dérivée d’une fonction paire est impaire, et la courbe a une tangente horizontale a
labscisse 0.

D2.

1. f/.(z) = 32%2+2max+3. Discriminant : A = (2m)?—4x3x3 = 4m?—36 = 4(m>—9) = 4(m—3)(m+3).

2. Si—3<m<3,alorsm?><9et A<O0.SiA <D0, le trinome fr. est du signe de son coefficient
dominant 3 >0 : f;, > 0sur R. Si A =0 (m = £3), f;, n’a qu’une racine double : f;, >0, et f,,
ne s’annule qu’en un seul point.
Conclusion : f,, est strictement croissante sur R.
Pour m =3 : fy(x) =23+ 322 + 32+ 1= (z +1)3 et fj(z) = 3(z + 1)? s’annule en —1 mais reste
positive de part et d’autre : pas d’extremum, comme annoncé en D1.

3. Si|m| >3, alors A > 0: f, a deux racines x; < z, et f, (z) = 3(z — x,)(x — z,) est positive sur
| — 0o ; [, négative sur ]z ; x5, positive sur |z, ;+00[. Le changement de signe de + & — en x,
donne un maximum local ; le changement de — & + en x, donne un minimum local.

—8FNT _ AFVT

4. Pour m =4 : fi(z) = 32> + 8z + 3, A = 64 — 36 = 28, donc x, , = 5 3 nsi
—4 -7 —4 7
7y = 3[ ~ =222 et 1, = ;:f ~ —0,45.
x —00 Ty Lo +00
() + 0 - 0 +
~ 3,11
fa(x) / T~ /
~ 0,37

Ona fy(—4) = —64+64—12+1 = —11 < 0 et =4 < x;. Sur | — co;x;], f4 est strictement

croissante : elle reste inférieure a f,(—4) < 0 pour z < —4 et passe de —11 & 3,11 sur [—4;z4] : une
solution de f,(x) = 0. Sur [z ;z,], f, décroit de 3,11 & 0,37 : elle reste strictement positive. Sur
[9;4+00[, f, croit a partir de 0,37 : elle reste strictement positive.
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Conclusion : l’équation fy(x) =0 a une unique solution, dans | —4;x4].

5. Posons t = —%. Par développement,
Fn(E+h) + f(t—h) =2t3 + 6th? + m (2t* + 2h?) + 6t + 2 = 2 (¢3 + mt? + 3t + 1) + (6t + 2m) 2.

Or 6t +2m = —2m +2m = 0, donc f,,(t + h) + f,,(t —h) = 2f,,(t), avec f,, (1) = 5 —m + 1.

Conclusion : les points d’abscisses t+h et t—h de C,,, ont pour milieuw Q (t; f,,(t)) : Q est un centre
de symétrie de la courbe C,,.

D3.
1. L’aire totale vaut 27r? + 2wrh = 67. En divisant par 27 : 72 +rh = 3, d’ott rh = 3 — 12 et, comme

2
r>0,h=

r
. La hauteur doit étre strictement positive : 3—r2 > 0, soit 0 < r < v/3. On étudie
r

V sur [0;+/3] en prolongeant aux cas dégénérés (volume nul).
.2
2. V=nr’h =mr? x =7r(3—1r?) = 7(3r —r3).
3. V est un polyndéme, dérivable sur [0;+/3], et V'(r) = (3 — 3r?) = 37(1 — r)(1 + 7). Sur [0;/3],
1+7r>0:V’'(r) est du signe de 1 — r, positive sur [0; 1[, négative sur ]1;+/3]. Images : V(0) = 0,
V(1) =7(3—1)=27met V(v3) =7(3v/3 -3V3) =0.

r 0 1 V3
V'(r) + 0 —
27
0 0
. 3—1 .
4. Le volume est maximal pour r = 1 dm. Alors h = —— = 2 dm, donc h = 2r : la hauteur est égale

au diametre. Le volume maximal est V(1) = 27 &~ 6,3 dm?, soit environ 6,3 litres.
Conclusion : la boite de volume mazximal a pour rayon 1 dm et pour hauteur 2 dm ; son volume est
27 ~ 6,3 L.

5. V(1)=V(r)=2r—3nr+mr3 =x(r3—3r+2). Or (r—1)%(r+2) = (r*—2r+1)(r+2) = r3 —3r+2.
Donc V(1) = V(r) = w(r — 1)%(r +2) > 0 pour 7 > 0, avec égalité si et seulement si 7 = 1 :
V(r) < V(1) pour tout r € [0;/3].

D4.

1. ¢ est dérivable sur [0;12] comme quotient dont le dénominateur #> + 4 > 4 ne s’annule pas. Avec
u(t) =20t et v(t) =2 + 4 :

_20(8* +4) —20t x 2t 80 —20t*  20(4—¢*)  20(2—1t)(2+1¢)

() = — — —
¢ ®) (2 1 4)? (2142 (2+4)2 (2 + 4)2
Sur [0;12], 24+ ¢ > 0 et le dénominateur est positif : ¢’ est du signe de 2 — ¢t. Images : ¢(0) = 0,
40 240 60
N="=5¢(12) = = = ~ 1,62

@) =g =5cl2) =g =g~ L6

t 0 2 12

c(t) + 0 -
)
0 37
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2. Conclusion : la concentration est mazimale 2 heures apreés la prise ; elle vaut alors 5 mg/L.

3. Comme t2+4>0:c(t) >4 < 20t 2 4(t?+4) < 4?2 20t +16 <0 < t> —5t+4<0. Or
t2 — 5t +4 = (t — 1)(t — 4), négatif entre les racines 1 et 4 : c(t) >4 < t € [1;4].
Conclusion : le médicament est efficace de 1 h a 4 h apres la prise, soit pendant 3 heures.

20 x 4
4. c/(()) = Oix

T 5 et ¢(0) =0 : la tangente T a pour équation y = 5t. Ensuite

20t 5t(t*4+4)—20t 5t
244 12+ 4 244

5t — ¢(t) = 5t —

Pour ¢ > 0 cette quantité est positive, nulle seulement en t = 0.
Conclusion : la courbe de ¢ est au-dessous de T' sur [0;12] et touche T a lorigine.

5. c(t) =2 < 20t =2(t*+4) < 1> —10t + 4 = 0. Le discriminant est 100 — 16 = 84 = 4 x 21,
les racines sont 5 — v/21 ~ 0,42 et 5 + v/21 ~ 9,58. Seule la seconde est dans [2;12]. D’ailleurs, sur

60 60
[2;12], c est strictement décroissante de 5 a 37 <2et2e€ } 37 ; 5[ : il y a bien une unique solution.
De plus 5 4+ v21 ~ 9,5826 et 0,5826 x 60 ~ 34,95.
Conclusion : la concentration passe sous 2 mg/L a linstant t =5 + /21 ~ 9,58 h, soit environ 9 h
35 min aprés la premiere prise.
k
Tog’ Pour k de 0 & 1200 (donc t de 0 & 12 par pas de 0,01),

pour lesquelles ¢(t) > 4. D’apres la question 3, ce sont les ¢ € [1;4], ¢’est-a-dire k = 100, 101, ..., 400 :
301 valeurs. Cela correspond & 300 pas de 0,01 h, soit 3 h : la durée d’efficacité trouvée.

6. Le programme compte les valeurs ¢ =

D5.

1. AM? = (z—0)?+ (22 —2)2 =22 + 2% —42® + 4 = 2* — 322 + 4 = g(z). Comme AM > 0 et que
la fonction racine carrée est strictement croissante sur [0; 4+o00[, AM est minimale si et seulement si
AM? Dest.

2. g(—z) = g(z) : g est paire, donc son minimum sur R est son minimum sur [0; +00[. Sur cet intervalle,

6 6 6
g’(x):4:v3—6x:2x(2:n2—3):4:1:(:1:—\2[) <x+\2[>.P0ura:>O,x+\2[>O:g’estdu
6 3 6 9 9 7
signedex—2.Images:g(0)24et,aveca:2:2,9(\2[ :Z_§+4:Z
T 0 ﬁ +0o0
2
g'(x) - 0 +
4 /
o) | 7
4

V6

- 7 :
Le minimum de g est T atteint en i7.

EN|

Conclusion : la distance minimale de A o P est 1/ - =

V6 3
M<i2;2>'

3. AM? = 22 + (22 —a)? = 2* —2a2? + a®> + 2% = 2* + (1 — 2a)2% + a® =: G (v), et G/ (x) =
423 + 2(1 — 2a)z = 22(22? + 1 — 2a). G, est paire : on étudie sur [0; +o0].
Cas a < 5. Pour z > 0, 22> > 0 et 1 —2a > 0, donc G,(z) > 0 : G, est strictement croissante sur
[0; +00[, de minimum G, (0) = a?.
Conclusion : la distance minimale est |a|, atteinte au seul point O(0;0), sommet de la parabole.

VT
2

~ 1,32, atteinte aux deux points

W

3 CC BY-NC-SA 4.0 - Antoine Boutin - plusquunprof.com



Premiere spécialité mathématiques Variations et courbes représentatives - Fiche Défi (corrigé)

Cas a > 3. Posons r = /a— %+ > 0; alors 222 + 1 —2a = 2(z —r)(x +r) et, pour z > 0, G, (z) est

du signe de x — r : G, décroit sur [0;r]| puis croit sur [r;+oo[. Son minimum est

Gory=r*+(1—-2a)r*+a*>=(a—3)*—2(a—3)?+a’*=da>—(a— 1) =a—1.

Par parité, il est aussi atteint en —r.

Conclusion : la distance minimale est /a — %, atteinte aux deuzx points M (;t\ fa — % ja— %) Pour
7 6 3
a = 2, on retrouve \Qf et les points (i\g ; 2) .

3 21
4. Poura=1> %, la distance minimale est \/g = \2f ~ 0,87, atteinte en M (:}:\2[ ; 2) . La distance
3
de A au sommet O est 1 > \g (en effet a? — (a— 1) = (a — %)2 > 0).

Conclusion : non, pour a = 1 le point de P le plus proche de A n’est pas le sommet.

De6.
1. g(x) = 2% — 23 est dérivable sur [0;1] et ¢'(x) = 22 — 32% = 2(2 — 3x). Sur [0;1[, x > 0 : ¢’ est du
2 2 2 4 1 4
signe de 2 — 3x, positive sur }O; 3 [, négative sur ] 3 ;1 [ Images : g(0) =0, g <§> =5 X 3= 37

g(1) =0.

4 2
Conclusion : le maximum de g sur [0;1] est 77 atteint seulement en x = 3 donc g(x) <

8
I
2
—
|
=
=
]
o]
»n

x
2. Comme z > 0,y > 0etz+y=s,u=—€[0;l],z =suety=s—
s

3 2
2%y = s2u? x s(1 —u) = s?g(u) < % L’égalité a lieu si et seulement si u = 3
. 2 5° T . 2s s
Conclusion : x°y < o7 avec égalité si et seulement st x = 3 ety = 3
. o . 453 4 x 903
3. Soit s = x +y €]0;90]. Le volume V = x°y vérifie V < 57 < —7 = 108 000, car s < 90 et

s = 5% est croissante. L’égalité exige s = 90, z = 60 et y = 30, et on a bien 602 x 30 = 108 000.
Conclusion : le volume mazimal d’un colis accepté est 108000 cm?® (108 L), pour un coté de base de

60 c¢cm et une hauteur de 30 cm.
2 1 4 4 1 1 4 4 4

4. (:17—7) (az+—) = (xQ—fx—i-—) <x+—) ::1:3+75132—751:2—7540—1-—x—1—i:a:?’—x2+i
3 3 3 9 3 3 3 9 9 27 27’

4 1 4
qui est bien 77 2?2(1 —x). Pour z € [0;1], = + 3 > 0 et le carré est positif : 7 —g(x) > 0, avec

égalité si et seulement si z = —.

3

4 2
Conclusion : on retrouve g(x) < 7 Sur [0;1], avec égalité seulement en 3 L’inégalité reste vraie

pour tout x > _§'

Dr7.
1. f'(x) =2z, f(2) =1 et f'(2) = 4. La tangente en 2 a pour équation y = 4(z —2)+1 =4x — 7. Elle

coupe ’axe des abscisses quand 4x — 7 = 0, soit x = 1

Conclusion : v, = — = 1,75.

4
2. Soit a > 0. La tangente en a a pour équation y = f(a) + f'(a)(z — a) = a®? — 3 + 2a(x — a). Elle
coupe 'axe quand
a?—3 2°—a®+3 a®+3 1

r=a— = <a+3)>0
a 2a 2a 2a 2 a '

Avec a = z

no

1 3
on obtient z, ., = 3 (l‘n + x) Comme z; = 2 > 0 et qu'un terme strictement
n
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positif a un successeur strictement positif, tous les termes de la suite sont strictement positifs (et la
tangente en x,, est donc toujours définie).
3. Le programme affiche :

11.75

2 1.7321428571428572
3 1.7320508100147274
4 1.7320508075688772

On a /3 ~ 1,7320508075688772 : x, coincide avec v/3 & la précision de I'affichage, et le nombre de
décimales exactes double environ a chaque étape.
4. Pour tout n, x,, > 0 et

= > 0.
2x 2z

n n

22 4+3—2V3x x, —/3)?
xn+1_\/§: n \[n (n \[)

Donc z,,,; > V3 pour tout n > 0, c’est-a-dire z,, > V3 pour tout n > 1. Pourn > 1,2z, | —x,, =

n

2 2
3 3 —
Tn t —x, = x”gOcaraci>3etxn>0.
2z, 2z,
Conclusion : la suite (x,,),, est décroissante et minorée par V3.
7
5.ep =7 —V3< L5173 =002 Pourn > 1, e, >0ctx,>v3>173, donc 2z, > 3,46 et
e? e?
epil = —2;; < 3,26’ Alors
0,022 (1,2 x 1074)2
: 1,2x107* e <42x1077 <1078,
€2<3,46< ,2 X , esz < 3.46 < 4,2 X <

Conclusion : 0 < 3 — V3 <1078 : x5 ~ 1,73205081 est une valeur approchée de V3 4 1078 pres.
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