Fiche 2 : fonctions dérivées

Fiche 2 : fonctions dérivées

Sept exercices pour maitriser les formules de dérivation :

v N )
dérivées de polyndémes et de sommes ;
dérivée d'un produit ;
v . v )
dérivée d'un quotient et d'un inverse ;
dérivées avec des fonctions affines : développer ou utiliser la formule de l'inverse ;
dérivées a factoriser (pour préparer 1'étude du signe) ;
vrai/faux ;

puissances d'exposant négatif et variations.

Toutes les corrections sont rédigées comme on l'attend d'une bonne copie :

les fonctions u, v et leurs dérivées u', v' sont écrites avant d'appliquer la formule ;
la formule utilisée est citée ;
le résultat est simplifié, et factorisé quand c'est utile ;

l'ensemble de dérivabilité est précisé quand la fonction n'est pas définie partout.

Le modele de rédaction d'un produit

« f est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables. On pose u(z) = 2z — 3 et v(z) =
2+ z + 1, donc v/ (z) = 2 et v'(z) = 2z + 1. Alors f'(z) = u/(z)v(z) + u(z)v'(z) = 2(2® + = +
1)+ (2z—3)(2z+1) =622 — 2z — 1. »

e Fcris u, «/, v, v’ chacun sur sa ligne : c'est 14 que se jouent les erreurs.

e C(Cite la formule, puis remplace.

e Simplifie en développant, ou factorise si on te demande le signe.

Les pieges classiques

e (uv) # uv' : un produit se dérive en deux termes.
e Dans un quotient, le numérateur est w'v — uv’ dans cet ordre, et le dénominateur est v2.

® Pour un carré comme (3z + 2)2, ne dérive pas « comme z? » : développe d'abord. On trouve
18z + 12 = 6(3z + 2), pas 2(3z + 2).

® Laisser une dérivée non simplifiée : on ne voit plus son signe.

Une dérivée qu'on ne factorise pas, c'est un cadeau qu'on ne déballe pas : on ne sait pas ce qu'il y

a dedans.
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Fiche 2 : fonctions dérivées

Exercice 1 (%) : dérivées de sommes

Dériver chaque fonction sur l'intervalle indiqué.
1. f(z) = 32> — 5z + 7 sur R.
2. g(z) = 23 + 42® — z sur R.

3. h(z) = —2z* + g — 9 sur R.
4
4. p(z) = 3z + ~ sur 105 +o0.

Correction de l'exercice 1

(

(m?’), = 322, (4332)/ =8z, (—z) = —1.
g(xz)=3z2+8zx—1

Question 3

1
B (z) = —8z% + =
2
Question 4
4\’ 1 4
(8z) =3 et (—) =4 x <——2> =——=
x x x
4
p(z)=3— -

Exercice 2 (% %) : dérivées de produits
Dériver chaque fonction produit sur l'intervalle indiqué.
1. f(z) = 2z — 3)(z* + z + 1) sur R.

2. g(z) = (22 — 1)y/z sur |0; +o0|.

3. h(z) = (32® — 1)(z® + 2z) sur R.

Correction de l'exercice 2
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Question 1

On dérive terme a terme : (3:1:2)I = 6z, (—5z) = =5, (7)) =0.
fl(z) =6z —5

Question 2
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Fiche 2 : fonctions dérivées

Question 1

wz) =2z —3,u(z)=2;v(z)=2>+z+ 1,9 (z) =2z + 1.
fl(z)=2(z+z+1)+ (2z — 3)(2z + 1)

f(z) = 22® + 2z + 2 + 42% + 2z — 6z — 3

fl(z) =62 -2z —1

Question 2

u(z) =2z —1,d(z) =2 ;v(z) =z, v (z) = ﬁ

1 2 2 2¢ -1 4 2z —1
g (z) =2z + (22 — 1) x = VI X2V + 2 _fztow

2z 2z 2z
6x — 1
1) —
Question 3

u(z) = 32% — 1, u/(z) = 6z ; v(z) = 2° + 2z, V'(z) = 322 + 2.
k' (z) = 6z(x® + 2z) + (32 — 1)(32? + 2)

R (z) = 6z* + 1222 + 9z* + 622 — 322 — 2

h'(z) = 15z* + 1522 — 2

Vérification en développant d'abord : h(z) = 3z° + 5z® — 2z, donc h/(z) = 15z + 1522 — 2 .

Exercice 3 (%) : dérivées de quotients

Dériver chaque fonction sur l'intervalle indiqué.

3z -1
1. f(z) = 5+2 sur | — 2;+o00[.

2
st = 1l
2. g(z) = o R.

3
3. h(IE) = x2—H sur R
$2
4. k(z) = sur ]1;4o00].
r—1

Correction de l'exercice 3

Question 1

wz)=3z— 1,4 (z)=3;v(z) =z +2,'(z) =1.
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Fiche 2 : fonctions dérivées

oy 3z +2)—Bz—-1)x1 3z+6—-3z+1
fla) = (z +2)2 T (@+2)
S 7

fz) = (z+2)2

Question 2

w(z) =22 -1, v (z) =2z ; v(z) =22 + 1, v'(z) = 2z.

() = 2z(2® 4+ 1) — (2? — 1) x 2z 22° 42z — 22° + 2z
e (17 T @y
4z
! [ —
g(z) = (22 +1)2
Question 3
1\’ v
On utilise <—) = —— avec v(z) = 2® + 1, v'(z) = 2z, et le facteur 3 :
v v
2z
Wx)=3x|—-——=
@ ((ﬁ+4ﬁ)
6z
W(z) = ———0—
($) (332 + 1)2
Question 4

u(z) =z v(z) =2z ;v(z) =2 —1,v'(z) = 1.

C2z(z—1)—2*x1 22°—2z—2> 2’22

K () (z —1)2 (z—12  (z—1)
! _ .’E(QS B 2)
TR

Exercice 4 (%) : dérivées avec des fonctions affines

Dériver chaque fonction sur l'intervalle indiqué. On pourra développer d'abord, ou utiliser la

formule de 1l'inverse.
1. f(z) = (3z — 1)? sur R.

2. g(z) = (2 + 1)3 sur R.

3. h(z) — 1 1
. (w)—4m_lsur rRRAE

Correction de l'exercice 4

Question 1
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Fiche 2 : fonctions dérivées

On développe : f(z) = 922 — 6z + 1.
f'(z) =18z — 6 = 6(3z — 1).

Vérification avec un produit : w = v = 3z — 1 donne u'v + wv' =33z — 1)+ 3(3z — 1) =

6(3z —1) .
Question 2
(2z +1)° = (2z + 1)(42* + 4z + 1) = 8% + 122° + 6z + 1.

g (z) =242 + 24z + 6 = 6(2z + 1)

Question 3
1 : y v'(x)
h = = avec v(z) = 4z — 1 et v'(x) = 4 ; v ne s'annule pas sur l'intervalle. h'(z) = —W.
v v(z
4
W(z) = ————
(2) (4z — 1)
Question 4

= —avecv(z) = (z —2)’ =2® — 4z + 4 et v'(z) =2z — 4 = 2(z — 2) ; v ne s'annule pas
v

sur |2 ; +o00.

oy V@) 2 2)
R TE R FE L
2

k'(ac) = —m.

(On retrouve le résultat en écrivant k(z) = (z — 2) "2 et en dérivant comme une puissance : le

facteur —2 apparait.)

Exercice 5 (% %) : dériver puis factoriser

(

Pour chaque fonction, calculer la dérivée, la factoriser au maximum, puis résoudre f'(z) = 0.
1. f(z) = z® — 62> + 9z + 1 sur R.

2. g(x) = 223 — 322 — 12z + 5 sur R.

3. h(z) = ? _ swrR

241

Correction de l'exercice 5

Question 1

f'(z) =3z — 12z + 9 = 3(z% — 4z + 3).
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Fiche 2 : fonctions dérivées

Le trindme 22 — 4z + 3 a pour racines 1 et 3 (car 1 +3 =4 et 1 x 3 = 3), donc 2% — 4z +
3=(z—1)(z—3).

f'(z) =3(z - 1)(z - 3)

fl(z)=0 <= z=1o0ouz=3.

Question 2

g (z) = 6z* — 6z — 12 = 6(2* — = — 2).

2 2

—x — 2 a pour racines —1 et 2 (car —1+2=1et —1 x 2 = —2), donc z* —
z—2=(z+1)(z—2).

Le trindme x

g'(z) =6(z+1)(z—2)

gd(x)=0 < z=-1louz=2.

Question 3

u(z) =z, u'(z) =1;v(z) =22+ 1, v'(z) = 2z.

C1x(@®41)—zx2 1— z?

o)== T @i
oy L—2)(1+2)
h (x) - (3:2 + 1)2

Le dénominateur (x2? + 1)? est strictement positif : h'(z) = 0 équivaut a (1 — z)(1 + z) = 0.

h(z)=0 < z=1ouz=-1.

Exercice 6 (%) : vrai ou faux

Justifier chaque réponse :
1. La dérivée de f(z) = (3z + 2)? est f'(z) = 2(3z + 2).
2. La dérivée de f(z) = z(z + 1) est f'(z) =2z + 1.

e 1 , 1
3. La dérivée de f(z) = _ est fl(z) = =

4. La dérivée d'une fonction polynoéme de degré 3 est une fonction polynéme de degré 2.

Correction de l'exercice 6

(

Affirmation 1
On développe : f(z) = 92® + 12z + 4, donc f'(z) = 18z + 12 = 6(3z + 2).

(Avec un produit : f(z) = (3z + 2)(3z + 2) donne f'(z) =33z +2) + 3z +2) x 3 =
6(3z +2).)
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Fiche 2 : fonctions dérivées

L'expression 2(3z + 2) = 6z + 4 n'est donc pas la dérivée.

Faux.

Affirmation 2

Par produit : f'(z) =1x (z+1)+xzx1=2z+1. (Ou: f(z) =2+ z.)
Vrai.

Affirmation 3

e 1 1 . : .
La dérivée de z — — est  — —— : il manque le signe moins.
x x
Faux.

Affirmation 4

Si f(z) = az® + bx® + cx + d avec a # 0, alors f'(z) = 3ax® + 2bx + c avec 3a # 0 : c'est un
polynoéme de degré 2.

Vrai.

Exercice 7 (%) : puissances négatives

Calculer la dérivée de chaque fonction sur R* :

5

1 1
1-f($):§;2-g($):$—2—|—2x;3.h(a:):x2-|—w_4,

4. Etudier le signe de ¢’ et en déduire les variations de g.

Correction de 1l'exercice 7
4

Question 1

f(z) =23 donc f'(z) = —3z %

3
fl(@) = ——-

Question 2
g(z) = z 7% + 2z, donc g (z) = —2273 + 2.
2

/ — J—
g'(z) = —=t 2.
Question 3
h(z) = 2% + 5z *, donc h'(z) = 2z + 5 x (—4)z°.

20

T
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Fiche 2 : fonctions dérivées

Question 4
On met au méme dénominateur et on factorise :
) 223 -2 2z —1)(z* +=z+1)
g (37) = 3 - 3
T x
Le trinéme 2 + & 4+ 1 a pour discriminant 1 —4 = —3 < 0 : il est strictement positif. Comme
z3 a le signe de z, ¢'(z) a le signe de (z — 1)z :
x —00 0 1 +00
g'(z) + -0+
g 20N 3 7
g est croissante sur | — 0o ;0[, décroissante sur 0; 1] et croissante sur [1;+o0] ; elle a un
minimum local g(1) = 3.
\
3

Ce qui peut tomber en controéle

e Dériver un polynoéme, un produit, un quotient (exercices 1 a 3).

e Dériver un inverse, ou développer avant de dériver quand les fonctions sont affines (exercice
4).

e Factoriser la dérivée pour en étudier le signe (exercice 5).
e Un vrai/faux sur les erreurs classiques (exercice 6).

e Dériver une puissance d'exposant négatif et en déduire les variations (exercice 7).

QCM : une seule bonne réponse par question
1. La dérivée de f(x) = 5z® — 2z + 1 est :

A. 5x? -2

B. 1522 — 2z

C. 1522 — 2 (bonne réponse)

D.152* —2+1

Justification : (5x3)" = 1522, (—2z)' = =2 et (1) =0 : f'(z) = 1522 — 2.
2. La dérivée de f(z) = (z+ 1)(z — 3) est :

A. 2z — 2 (bonne réponse)

B. 1

C.2x—-3

D. 2z
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Fiche 2 : fonctions dérivées

Justification : f'(z) =1 x (x —3)+ (x+1) x 1 =2z —2. (Ou: f(z) =z -2z —3.)

3. La dérivée de f(x) = 733 S | —2;+400] est :
1
Al —
(z +2)?
B 1
oz 42
1
C. =
D = b 6
PR (bonne réponse)
1\’ v’
Justification : <;> = ——3 avec v(z) =z +2et v (x) =1.

4. La dérivée de f(z) = (2o + 1)% est :
A. 22z +1)
B. 4(2z + 1) (bonne réponse)
C.d4z+1
D. 2z

Justification : On développe : f(z) = 4z + 4z + 1, donc f'(z) = 8z +4 = 4(2z + 1) (et non
2(2z 4+ 1)).

1
5. La dérivée de f(z) = /z + sur 105400 est :

1 1
A. m - (bonne réponse)
1 1
B.—+ =
2y x?
1
C. 2z — —
x
D 1 1
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