Premiere spécialité mathématiques Second degré - Fiche Défi (corrigé)

Corrigé : Second degré Fiche Défi }

D1. Partie A.

1. On ajoute 25 aux deux membres : 22 + 102 =39 < 22+ 102 +25 =64 < (z+5)? =64 <
r+b=8ouz+5=—8 Doncx=3ouz=-13:5={-13; 3} (al-Khwarizmi ne retenait que la
solution positive 3).

Partie B.
2 b2

 4a2’

b b b
2. Comme a # 0, on factorise : ax? + bz + ¢ = a<x2+7;1:+£>. Or 22 + o = (x—l——)
a a a

2a
donc az? + bz +c=a [<x+b>2—[)2+4a1 =a [<x+b>2_bZ—4aC]
2a 4a?  4a? 2a 402
b\ A
2a> T 4a2’
e Si A < 0 :le membre de gauche est positif ou nul et celui de droite est strictement négatif.

Aucune solution : S = .
2

A b\ _ _ b 1 b
. SlA—O.<x+2a> =0 < z= 2@.5—{ 2@}.

3. Comme a # 0, az’ + bz +c=0 < <x—l—

2
A A b A
e« SIA>0 i <;/7> , donc x + %= i\g; (le signe 4 absorbe |a| car i;/|>’ = j:\g;)
Ainsi § = { _b i f}
2a
— —b —2b b —b)?2 — (VA)? b2 — (b2 —4
4. :L'l—i-xz— +\/> :—fetx1x2:< ) (\/>) = ( ac):
2a 2a 2a a 4a? 4a?
dac _ ¢
4a2 o’

5. Ona (X —u)(X—v) = X?2—(u+v) X +uv = X2—SX + P. Cette expression est nulle si et seulement
si X = u ou X = v (produit nul). Donc u et v sont solutions de X? —SX + P = 0 et il n’y en a pas
d’autres.

D2.

1. py(x) = —4x est strictement positif pour < 0, nul en 0 et strictement négatif pour > 0 : il n’est
pas de signe constant.
2. D’apres 1., on suppose m # 0 : p,, est un trinéme de discriminant A = 16 — 4m? = 4(4 — m?).
e p,, >0surR:si A >0, p,, s'annule ou change de signe, ce qui est exclu. Si A < 0, p,,, a partout
le signe de m. Il faut donc A < 0 et m >0 : m? >4 et m > 0, soit m > 2.
e p, = 0sur R:si A > 0, p,, prend des valeurs strictement négatives entre ses racines; si
m < 0, p,, est négatif pour x grand. Il faut donc m > 0 et A < 0:m > 2 (pour m = 2,
pa(x) = 2(x —1)* > 0).
e p,, <0sur R :de méme, il faut m < 0 et A <0, soit m < —2.

3. Deux solutions distinctes exigent m # 0 (pour m = 0 I’équation —4z = 0 n’a qu’une solution) et
4
A > 0, soit 4 —m? > 0. Donc m €] —2;0[U]0;2[. On a z; + 25 = — et 25 = o 1, donc
m m
1 I zy+zy, 4
T, T, T T m
4 4 4 . ) . . 9
o — =3 & m= 3’ et 3 €]0;2[ : cette valeur convient (I’équation devient z* — 3z + 1 =0, de

" +5
5 )

4
e — =1 < m =4, qui n’est pas dans | — 2;0[U]0;2[ : pour m = 4, A = —48 < 0. Aucune
m

solutions
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valeur de m ne convient.

D3.
1. M, (z;2%) donc AM2=(z—0)2+ (2> -1 =22 +2? —222 + 1 =2 — 2% + 1.

1N 3.3
2. Avec X =222 0: AM2=g(X)=X’-X+1= (X_§) +1 > 1 avec égalité si et seulement

,_ 1 V2

(valeur admissible). Alors z* = 3 soit z = +——. Conclusion : AM, est minimale et
V2 1

2 72

3. BM2 =22 + (22 —b)2 = 2 + (1 —2b)2%2 + b% = X2 + (1 — 2b) X + b2, avec X = 2% > 0. Forme

canonique : (X<b1>>2+b1
nonique : 5 1

si X =

wl\.’)\r—t

vaut \2[, aux points M (j;

1 1
e Sib> - :lesommet X =b— 3 est admissible (> 0). Le minimum de BM2 est b — 7 atteint

N =

/ 1 3
pour x = 4+4/b — % Distance minimale : /b — 1 (pour b = 1, on retrouve \2[)

1
e Sib< 3 le sommet b— = est négatif, donc le trindme est croissant sur [0 ; +o0o[ et son minimum

est atteint en X =0 : BM? = b%. Distance minimale : |b|, atteinte au point O(0;0).

D4.

1. P(t) = a®t*> — 2act + c¢* + b%t? — 2bdt + d? = (a® + b*)t? — 2(ac + bd)t + ¢ + d>.

2. Si (a;b) # (0;0), alors a® + b* > 0 : P est un trinome. C’est une somme de deux carrés, donc
P(t) > 0 pour tout ¢. Si son discriminant était strictement positif, P serait strictement négatif entre
ses deux racines : c’est impossible, donc A < 0. Or A = 4(ac + bd)? — 4(a® + b?)(c? + d?) < 0, d’'ott
(ac+ bd)? < (a® + b?)(c? + d?).

3. Sia=0b=0, les deux membres valent 0 : I'inégalité est vraie (c’est une égalité).

4. Onprenda=3,b=4,c=z,d=1y: (3 +4y)?> < (9+16)(2? +9y2) 1:625. Donc |3z —1—4% <156et en

2

+y? = —+— =let3z+4y = —+— = 5.

) 3 4
particulier 3z+4y < 5. Egalité pour (z;y) = (5 ; g) ot 25 25 5 9

D5.

1. A= (—2m)?—4x2m = 4m? —8m = 4m(m — 2). Le trindme m(m — 2) est positif strictement pour
m < 0 oum > 2, nul pour m € {0;2}, strictement négatif pour 0 < m < 2. Donc : deux points
d’intersection si m <0 oum > 2; unseul sim =0oum = 2; aucun si 0 < m < 2.

-2
2. a= _777@ =met 8= f,(m) =m?—2m?+2m = —m? + 2m. Donc S,,(m;—m? + 2m). Les
coordonnées (x ;y) de S, vérifient y = —22+ 2z : tous les sommets sont sur la parabole Q d’équation
2
y=—z°+ 2z.

3. f.(x)=2?—=2m(z—1). Pour z =1: f, (1) = 1 quel que soit m. Toutes les courbes passent par le
point (1;1).

4. 11 faut m < 0 ou m > 2 (deux solutions distinctes). Alors z; + z, = 2m et zyxz, = 2m, donc
22+ 25 = (2, +29)? — 22wy = 4Am% —dm. Am? —4dm =8 = mP-m—-2=0 <= (m+
I)im—2) =0 < m = —1oum = 2. La valeur m = 2 est exclue (A = 0 : une seule
solution, double). Pour m = —1 (qui vérifie m < 0), 2% + 2o — 2 = 0 a pour solutions —1 + /3 et
(—1—V3)2+ (—1+V3)2 = (44+2V3) + (4 —2V3) = 8.

Conclusion : seule la valeur m = —1 convient.

D6. Partie A.

1. h(z) = —0,05(z% — 18z) + 2 = —0,05 [(x — 9)* — 81] +2 = —0,05(x — 9)? + 4,05 + 2 = —0,05(x —
9)2 + 6,05. Conclusion : la hauteur maximale est 6,05 m, atteinte & 9 m du lanceur.

2. —0,05(x + 2)(x — 20) = —0,05(2% — 18z — 40) = —0,052% + 0,92 + 2 = h(x). Les racines de h sont
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—2 et 20; seule 20 est positive. Le ballon touche le sol a 20 m du lanceur.

h(z) > 48 <= —0,0522+092 —28 >0 < 2% — 18z + 56 < 0 (multiplication par —20).
18 — 10 18+ 10
A = 324 — 224 = 100, racines =4 et +

racines : le ballon est a au moins 4,8 m pour = € [4;14] (et il reste dans le domaine [0;20]).

= 14. Le trin6me est négatif ou nul entre les

Partie B.

4.
5.

h;,(10) = —0,05 x 100 4+ 10k + 2 = 10k — 3. Condition : 10k —3 > 4,8 < k > 0,78.

0,05 = —40 < 0 : le discriminant

k% 4+ 0,4 > 0 garantit deux racines réelles, de signes contraires. Il y a donc une seule racine z;, > 0.
Le trinéme a pour coefficient dominant négatif, donc hj;, > 0 sur [0;x,[ et hy, < 0 sur |z, ; +oo[. Si
x;, < 20, alors h;(20) < 0. Si x, > 20, alors 20 € [0;x,[ et h,(20) > 0. Dot 5, < 20 <= h,(20) <
0.

h;(20) = =20+ 20k +2 = 20k — 18 < 0 < k£ < 0,9. Avec k > 0,78 : k €]0,78; 0,9]. Pour la partie
A, kE=0,9 : la trajectoire convient (le ballon passe a h(10) = 6 m > 4,8 m et retombe exactement
a 20 m).

On a hy,(0) = 2 > 0. Le produit des racines éventuelles vaut

Conclusion : les contraintes sont satisfaites si et seulement si 0,78 < k < 0,9.

Dr7.

1.

Par les relations coefficients-racines, z; + zo = m et zyxy = m + 3. Alors (z; — 1)(z, — 1) =
1Ty — (T +2T9)+1=m+3—m+1=4.

. Les couples d’entiers (u;v) avec u < v et uv = 4 sont (—4;—1), (—2;-2), (1;4) et (2;2). Avec

u=umx —1etv=xy—1, on obtient (z,;z,) € {(=3;0), (=1;—1), (2;5), (3;3)}. Comme
m = x; + x5, les valeurs possibles de m sont —3, —2, 7 et 6.

. m=—3:x2%+4 3z =0, solutions —3 et 0. m = —2 : 22 + 2z + 1 = 0, solution double —1. m =7 :

2?2 — 7z + 10 = 0, solutions 2 et 5. m = 6 : 22 — 62 + 9 = 0, solution double 3. Les quatre valeurs
conviennent. Conclusion : (F,,) a des solutions entiéres si et seulement si m € {—3;—2;6;7}.

m d
. Le discriminant de (E,,) est d = m? —4(m + 3). Les solutions j;\f sont entieres si et seulement

si d est le carré d’un entier (la parité est automatique : d = m? (mod 4), donc v/d et m ont méme
parité). Le test isqrt(d)**2 == d vérifie que d est un carré parfait. Comme d = (m — 6)(m + 2),
le script affiche les valeurs de m trouvées en 3., soit [-3, -2, 6, 7].

Ds8.

.Porn=2:(rx—a)(x+a)=2%>—a% Pourn=3: (z—a)(z?+ax+a?) = 23 + ax? + a*r — az® —

CLQ.CL‘—CL?) :LE3—CL3.

. Notons Q = 2"t +ax" 2+ +a" 2z +a" ! Alors 2Q = 2" +ax™ ' + - +a" 222 + a2

et aQ = ax" ' 4+ a?2" 2 4+ -+ a" 'z + a”. Les termes ax™!, a?2" 2, ..., a" 'z figurent dans
les deux développements et disparaissent dans la différence : il reste xQ — a@Q) = =™ — a”, soit
(r—a)@Q =2a™ —a™

.Aveca = 2etn =3 : 2% -8 = (z —2)(2% + 22 + 4). Le discriminant de z? + 2z + 4 vaut

4—16 = —12 < 0 : pas de racine réelle. Donc 23 =8 <= (z—2)(22+22+4) =0 < z=2.

Lxt—16 = (22 —4)(2? +4) = (. — 2)(z + 2)(2* + 4), et 2% +4 > 0 n’a pas de racine réelle. Donc

2t =16 < z=2oux = —2.

cAvecz=Teta=1:7"—1=(7—1) (7" '+ 724 ..+ 7+ 1) =6 x (entier), la parenthése étant

une somme d’entiers. Pour n =3 :73—1=342=6 x (49+7+1) = 6 x 57.

Avecz =leta=¢qg:1—q¢"=(1—¢q)(1+qg+-+q¢""). Pour ¢ # 1, on divise par 1 — ¢ :

1—q"

l+g+-+¢" ' = =g

Conclusion : ™ — a™ est divisible par x — a et le quotient est une somme de n termes.
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